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Hinweis

Der Inhalt dieses Skripts dient als Erklarung und Ergénzung (durch Details, Motivationen,
Aufgaben) des Lehrstoffs, der in der Vorlesung diskutiert wurde. Ich bin fiir die Meldung
von Fehlern (kleinen und grofien) in dem Text sehr dankbar. Bitte eine Email an das elek-
tronische Postfach |gbenedetti@mathi.uni-heidelberg.de schicken. Die Beispiele und

Aufgaben, die mit einem Asterisk bezeichnet sind, sind nicht klausurrelevant.
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1 Motivation

1.1 Woher kommen wir?

Im Modul Differentialgeometrie 1 haben wir glatte Mannigfaltigkeiten eingefiihrt als Raume
die lokal diffeomorph zu R" sind und verniinftige globale topologische Eigenschaften (Haus-
dorffsch und mit abzdhlbarer Basis) besitzen.

Wesentliche Beispiele von solchen Rdumen werden auf natiirlicher Weise als Unterman-
nigfaltigkeiten vom euklidischen Raum (zum Beispiel die Sphére S™) oder als Quotienten
(der Torus T, oder der reelle und komplexe projektive Raum RP", CP") konstruiert. Eine
Klasse von besonderer Bedeutung sind Lie-Gruppen, die oft als Matrixgruppen auftreten
(Heisenberg-, Orthogonale und Unitére Gruppen).

Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und N konnen wir die glatte Abbildungen F' : M — N
betrachten. Wenn M = R ist (auf dquivalenter Weise wenn M ein Intervall ist), bekamen
wir den Begriff von glatten Kurven in N. Fiir N = R bekamen wir den Begriff von glatten
Funktionen auf M. Wir haben gesehen, dass glatte Funktionen sehr flexible Objekte sind
wie die Existenz von glatten Zerlegungen der Eins verdeutlicht.

Ein zentrales Objekt fiir die Untersuchung einer glatten Mannigfaltigkeit M ist der
Tangentialraum 7, M von M im Punkt p € M, ein Vektorraum der selben Dimension wie
M. Dieser kann als Raum der Richtungsableitungen erfasst werden und somit als Quotien-
tenraum der durch p laufenden Kurven definiert werden. Mittels der Tangentialraume darf
man eine glatte Abbildung um p durch ihr Differential d,, /" : T,M — Ty, N linearisieren,
sodass d,F - v die Ableitung von F' in Richtung v ist. Der Grundstein der Theorie ist
hier die Kettenregel d,(G o F') = dp,)G o dpF, die eine entscheidende Rolle in der ganzen
Differentialgeometrie spielt.

Die lokalen Eigenschaften von F' um p wurden vom Differential d,F’ bestimmt und
erlauben uns die Klassen von Immersionen, Submersionen, lokale Diffeomorphismen ein-
zufiithren, mit den wir Untermannigfaltigkeiten ganz einfach produzieren kénnen.

Nach der obigen Diskussion stellt sich dann die Frage: Welche Beziehung besteht zwi-
schen zwei verschiedenen Tangentialriumen T,V und T,M (auBer der Dimension)? Zu
diesem Zweck haben wir das Tangentialbiindel TM = U, T, M betrachtet, wo wir alle
Tangentialrdume zusammenbinden und die kanonische Projektion 7w : TTM — M definie-
ren. Wir haben T'M die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit gegeben, sodass 7 eine
Submersion ist, und die lineare Struktur auf den Fasern von 7 iiber den Karten (U, ¢) von
M zu der kanonische faserweise lineare Struktur auf U x R™ dquivalent ist. Grob gesagt:
die Tangentialriume bilden eine Familie von Vektorrdumen, die durch die Punkte von M
parametrisiert sind und glatt mit dem Punkt variieren.

Diese Intuition haben wir zur Definition von Vektorbiindel = : E — M iiber M verallge-
meinert, sodass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U besitzt, fiir die ein faserweise
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linearer Isomorphismus (eine sogennannte Trivialisierung) y : 7= 1(U) — U x R* existiert.
Alle Konstruktionen aus der linearen Algebra konnen wir faserweise durchfiithren. Dies fiihrt
zu den Begriffen von Rahmen, Biindelhomomorphismus, Unterbiindel, Dualbiindel, Quo-
tientenbiindel, direkte Summe von Biindeln, (schiefsymmetrischem oder symmetrischem)
Tensorbiindel.

Mit einer Abbildung F': L — M koénnen wir ein Vektorbiindel 7 : £ — M zu einem
Vektorbiindel Pr(7) : Pr(E) — L iiber L zuriickziehen. Die Idee hinter diesem sogenann-
ten Pullback-Biindel ist, dass die von 7 bestimmte Familie von Vektorraiimen, die durch
die Punkte von M parametrisiert ist, nun mittels F' durch die Punkte von L parametrisiert
werden kann. Wenn L C M eine Untermannigfaltigkeit und F' die Inklusion ist, kénnen
wir uns das Pullback-Biindel einfach als die Einschrinkung von 7 : £ — M entlang L
vorstellen.

Jedes Vektorbiindel 7 : E — M kommt mit seinem Raum von glatten Schnitten I'(E),
die ein C*°(M)-Modul ist. In einer Trivialisierung tiber U C M ist ein glatter Schnitt nicht
anders als eine glatte Abbildung von U nach R*. Daher kénnen wir an einem Schnitt als
eine Verallgemeinerung einer glatten Vektorfunktion auf M denken, wobei die Zielmenge
mit dem Punkt in Definitionsbereich variiert[] Das Verstehen der Réume von Schnitten
und der linearen Operatoren zwischen ihnen hat in der Differentialgeometrie und in ih-
rer Anwendung zur Physik zentrale Bedeutung denn die meisten wichtigen geometrischen
Objekte oder physikalischen Groflen konnen als Schnitte eines Vektorbiindels aufgefasst
werden.

Zum Beispiel sind Vektorfelder X Schnitte des Tangentialbiindels 7'M und 1-Formen
(Beispiele davon sind Differentiale von glatten Funktionen) Schnitte des Kotangentialbiindels
T*M. Allgemeiner sind Tensorfelder von M des Typs (r, s) die Schnitte des Tensorproduk-
tes von r Kopien von T'M und s Kopien von T M. Tensorfelder, die nur Potenzen von T'M
betreffen, heiflen kontravariant. Tensorfelder, die nur Potenzen von T*M betreffen, hei-
Ben kovariant. Wir haben dann studiert wie glatte Abbildungen auf Tensorfelder wirken.
Fiir kovarianten Tensorfelder erfolgt das durch den Pullback-Operator. Fiir kontravariante
Tensorfelder besteht eine Wirkung nur in besonderen Féllen (zum Beispiel wenn die Abbil-
dung ein lokaler Diffeomorphismus ist) und im Allgemeinen sprechen wir iiber verwandte
kontravariante Tensorfelder.

Vektorfelder bestimmen eine Klasse von Kurven v auf M, deren Tangentialvektor mit
X {ibereinstimmt, d.h. 4 = X (). Diese sogenannten Integralkurven bleiben stets tangen-
tial zu X und fithren zum Begriff von Flufl ® von X, der alle maximalen Integralkurven
gleichzeitig betrachtet. Ein vollstandiger Fluf (also wenn die maximalen Losungen fiir alle
Zeiten definiert sind) liefert einen Gruppenhomomorphismus R +— Diff(M), ¢t — & und
wir konnen die Variation des Pullbacks von Tensorfeldern beziiglich der Zeit ¢ untersuchen.

"'Wenn wir Abbildungen von M in eine Mannigfaltgkeit N auf dhnlicher Weise verallgemeinern, werden
wir zum Begriff von Schnitten eines Faserbiindels mit Faser N gefiihrt.


https://de.wikipedia.org/wiki/Faserbuendel

Diese Variation wird durch eine Art Ableitung gemessen, die sogenannte Lie-Ableitung. Wir
haben Formeln fiir die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektorfeldern gegeben. In die-
sem zweiten Fall liefert die Lie-Ableitung ein Produkt auf dem Raum der Vektorfelder, das
unter dem Namen Lie-Klammer bekannt ist. Die Lie-Klammer zwischen X und Y misst
die lokale (und globale wenn die Fliile vollsténdig sind) Kommutativitit der Fliisse von X
und Y. Daher verschwinden die Lie-Klammern von Koordinatenvektorfelder immer. An-
dersrum besagt das Integrabilititskriterium von Frobenius, dass wenn die Lie-Klammern
von linear unabhéngigen Vektorfeldern verschwindet, diese lokal Koordinatenvektorfelder
sind.

Wenn die Schnitte eines Vektorbiindels eine Verallgemeinerung von Funktionen sind,
was ist die Verallgemeinerung des Differentials von Funktionen? Anders gesagt, wie konnen
wir die Richtungsableitungen eines Schnittes nehmen? Diese Arbeit macht die kovariante
Ableitung V : I'(E) — T'(T*M ® E) fir uns. Kovariante Ableitungen existieren fiir alle
Vektorbiindel aber sie sind nicht eindeutig. Diese sind lokale Operatoren und in einer Tri-
vialisierung lassen sie sich als V = d + w schreiben, wobei w eine Matrix von 1-Formen ist.
Wir haben gesehen, dass eine kovariante Ableitung auf E (bzw. auf F; und F,) eindeu-
tig kovariante Ableitungen auf dem Pullback-Biindel Pp(E) und auf dem Dualbiindel E*
(bzw. auf der direkten Summe E; @ Fy und auf dem Tensorprodukt E; ® Es) induziert. Wir
haben kovariante Ableitungen auf T'M betrachtet und dort die Torsion 7 € T'(A2M @ T'M),
die die Differenz zwischen der Antisymmetrisierung von V und der Lie-Klammer misst, ein-
gefithrt. Wenn die Torsion verschwindet sagen wir, dass V symmetrisch ist.

Auf zusammenhéangenden Mannigfaltigkeiten sind konstante Funktionen genau dieje-
nige Funktionen f : M — RF mit verschwindendem Differential df = 0. Wir haben also
V-parallele Schnitte als die Elemente o € I'(E) mit Vo = 0 definiert. Wenn M ein Intervall
ist haben wir gesehen, dass fiir alle p € M die Evaluation o +— o(p) ein Isomorphismus
zwischen dem Vektorraum der V-parallelen Schnitten und der Faser F, liefert. Die Verket-
tung von diesen Isomorphismen fiir zwei Punkten p, p’ € M liefert die Parallelverschiebung
E, — E, zwischen den Fasern. Die Parallelverschiebungen zwischen allen Paaren von
Punkten in M bestimmen die kovariante Ableitung V eindeutig.

Wenn M hoéhere Dimension besitzt, ist die Situation komplizierter. Durch den Pullback
der kovarianten Ableitung auf Kurven in M koénnen wir erst Schnitte konstruieren, die
parallel entlang Kurven sind. Das Hindernis diese parallele Schnitte entlang Kurven auf
parallele Schnitte auf hohere dimensionale Untermannigfaltigkeiten von M fortzusetzen
wird durch das Kriimmungstensorfeld R € T'(A*M ® End(E)) gegeben, welches sich mit
Hilfe des dufleren Differentials von 1-Formen in einer Trivialisierung schreiben ldsst. Das
Tensorfeld R verschwindet um p € M genau dann, wenn V flach um p ist, d.h. wenn ein V-
paralleler Rahmen um p existiert. Allgemeiner misst R, wie sehr die Parallelverschiebung
entlang einer kleinen geschlossenen Kurve von der Identitéat abweicht. Nach dem Frobenius-
Kriterium ist eine symmetrische kovariante Ableitung auf 7'M flach um p genau dann, wenn
eine Karte um p mit V-parallelen Koordinatenvektorfeldern existiert.



1.2 Wohin gehen wir?

Im Modul Differentialgeometrie IT wollen wir

(a) die Geometrie von Mannigfaltigkeiten mit Hilfe der in Differentialgeometrie I entwickel-
ten Instrumente studieren;

(b) die Wechselbeziehungen zwischen der Geometrie und der Topologie solcher Rédumen
vertiefen.

Unter Geometrie verstehen wir hauptsichlich die Untersuchung von metrischen Gréflen
wie dem Abstand zwischen Punkten oder der Liange von Kurven. Eine Moglichkeit ist,
die Geometrie durch eine sogenannte Riemannsche Metrik zu bestimmen, d.h. ein glattes
Feld von Skalarprodukten auf den Tangentialrdumen der Punkten der Mannigfaltigkeit.
Die Linge von Tangentialvektoren, (die als infinitesimale Kurven gedacht werden kénnen)
wird durch die mit dem Skalarprodukt assoziierte Norm (das sogennante Linienelement
ds) gemessen. Die Linge einer Kurve wird dann durch das Integrieren des Linienelements
erhalten und den Abstand zwischen zwei Punkten als das Infimum der Lénge aller Kurven
die die Punkte verbinden.

Wie schon Riemann bemerkt hatte, kann man auch allgemein die obige Konstruktion
mit Hilfe eines glatten Feldes von Normen durchfiihren, die nicht unbedingt von einem
Skalarprodukt kommen:

Fiir den Raum wird, wenn man die Lage der Punkte durch rechtwinklige Coordinaten aus-
driickt, ds = \/>_(dx)?; der Raum ist also unter diesem einfachsten Falle [dem Fall einer
Riemannschen Metrik] enthalten. Der ndchst einfache Fall wiirde wohl die Mannigfaltig-
keiten umfassen, in welchen sich das Linienelement durch die vierte Wurzel aus einem
Differentialausdrucke vierten Grades ausdriicken ldsst. Die Untersuchung dieser allgemei-
nern Gattung wirde zwar keine wesentlich andere Principien erfordern, aber ziemlich zeit-
raubend sein und verhdltnissmdssig auf die Lehre vom Raume wenig neues Licht werfen,
zumal da sich die Resultate nicht geometrisch ausdriicken lassen; ich beschrdinke mich da-
her auf die Mannigfaltigkeiten, wo das Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem
Differentialausdruck zweiten Grades ausgedriickt wird.

Bernhard Riemann

Der von Riemann beiseitegeschobene Fall spielt heutzutage eine zentrale Rolle in der
Differentialgeometrie und wird als Finsler Geometrie bekannt, wobei man ein glattes Feld
von Minkowski-NormenP| betrachtet. Zum Beispiel stellt diese Geometrie ein Modell fiir
alle Félle dar, in denen der Abstand von p nach ¢ und der Abstand von ¢ nach p nicht
die gleichen sind: wenn es ein Wind oder eine Steigung gibt, ist klar, dass die Zeit (unser
Abstand in diesem Fall), die wir brauchen, von p nach ¢ zu laufen, anders als die Zeit von
¢ nach p sein konnte.

2Fiir Minkowski-Normen muss zusétzlich der Rand des Balles glatt und strikt konvex sein aber die
Homogenitét wird zu positiv Homogenitét, ndmlich [Av| = A|v]| fur alle A > 0, geschwicht.



In diesem Modul werden wir uns ausschliellich mit der Riemannschen Geometrie be-
fassen. In diesem Fall verfiigt man zusétzlich iiber den Begriff von Winkel zwischen Tan-
gentialrichtungen und insbesondere von Orthogonalitit. Das hat viele Vorteile. Dann sind
metrische und Winkeleigenschaften mit einander verbunden. Zum Beispiel:

e Der Kosinussatz der euklidischen Geometrie besagt, dass ¢ = a* + b* — 2ab cos 0 fiir
die Seitenléngen eines Dreiecks gilt, wobei 6 der von a und b eingeschlossenen Winkel
ist. In der Riemannschen Geometrie wird das zu Vergleichssitzen fiir geodétische
Dreiecke fiihren.

e Der Sinussatz der euklidischen Geometrie besagt, dass der Flacheninhalt eines Par-
allelogramms mit Seitenldnge a und b gleich absin @ ist, wobei # der von a und b
eingeschlossenen Winkel ist. In der Riemannschen Geometrie wird das zu einer ka-
nonischen Definition des Volumen von Untermannigfaltigkeiten fiithren.

e Der kiirzeste Weg zwischen einem Punkt und einer Hyperebene (zum Beispiel, ei-
ne Gerade im R? oder eine Ebene im R?) steht senkrecht zur Hyperebene. In der
Riemannschen Geometrie steht entsprechend der kiirzeste Weg zwischen disjunkten
Untermannigfaltigkeiten senkrecht zu beiden.

Schon Riemann stellte die Frage, wann zwei Riemannschen Mannigfaltigkeit lokal gleich
(isometrisch) sind. Direkt nach dem Abschnitt, den wir oben zitiert haben, bemerkte er:

Man kann einen solchen Ausdruck in einen andern dhnlichen transformiren, indem man
fir die n unabhdngigen Verdnderlichen Functionen von n neuen unabhdngigen Verdnder-
lichen setzt. Auf diesem Wege wird man aber nicht jeden Ausdruck in jeden transformiren
konnen; den der Ausdruck enthdlt n”T“ Coefficienten, welche willkiirliche Functionen der
unabhdngigen Verdnderlichen sind; durch Einfihrung neuer Verdnderlicher wird man aber
nur n Relationen geniigen und also nur n der Coefficienten gegebenen Griossen gleich ma-
chen kénnen. Es sind dann die iibrigen n"T_l durch die Natur der darzustellenden Man-

n—1

nigfaltigkeit schon véllig bestimmt, und zur Bestimmung ihrer Massverhdltnisse also n*5=

Functionen des Orts erforderlich. Die Mannigfaltigkeiten, in welchen sich, wie in der Ebene
und im Raume, das Linienelement auf die Form +/>_ dx? bringen lisst, bilden daher nur
einen besondern Fall der hier zu untersuchenden Mannigfaltigkeiten.

Bernhard Riemann

Die iibrigen n”T_l Koeffizienten, die die Natur der Riemannschen Metrik lokal bestim-
men werden von Riemann als Kriimmung bezeichnet. Um die wichtigen Informationen aus
so vielen Zahlen auszupacken, betrachtet man dann die durchschnittliche Kriimmung in
jede Tangentialrichtung, die sogenannte Ricci-Kriimmung (n Koeffizienten), oder an jedem
Punkt, die sogenannte Skalarkriimmung (ein Koeffizient).

Im Laufe der Zeit stellte man aber fest, dass die Kriimmung auch die globalen me-
trischen (zum Beispiel das Durchmesser) oder topologischen Eigenschaften (zum Beispiel
Homéomorphismusklasse) der Mannigfaltigkeit stark beeinflusst, falls die aus der Riemann-
schen Metrik entstehende Abstandsfunktion vollsténdig ist.
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Einerseits lasst jede Mannigfaltigkeit eine Fiille von verschiedenen Riemannschen Me-
triken zu. Andererseits tragen nur einige Mannigfaltigkeiten eine Metrik, deren Kriimmung
bestimmten Eigenschaften geniigt. Also spielen hier Flexibilitdt und Starrheit gegeneinan-
der. Ziel dieses Moduls ist hauptséchlich die Starrheit zu diskutieren und die folgenden
Resultate zu beweisen.

Satz (Gauf-Bonnet). Es sei M eine orientierte Fliche mit Rand OM und Ecken E. Dann
gilt fiir alle Riemannsche Metriken auf M :

ZWX(M):/ KdA—l—/ /ﬁds—i—Zae,
M oM

ecE

wobei x (M) die Euler-Charakteristik von M, K die Krimmung, dA das Volumenelement,
k die geoddtische Kriimmung des Randes, ds das Linienelement und o, der Auferwinkel
an e € E bezeichnen.

Folgerung. Zwei ecinfach geschlossene Geoditische auf einer positiven gekrimmten S*
schneiden sich. Alle einfach geschlossenen Geoddtischen auf einer nicht positiv gekriimmten
kompakte Fliche ohne Rand sind nicht zusammenziehbar.

Satz (Cartan-Hadamard). Es sei M eine einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit,
die eine vollstandige Metrik mit nicht positiver Krimmung trdagt. Dann ist M diffeomorph
U RdimM‘

Folgerung. Fir jedes n > 2 und jede Mannigfaltigkeit N ldsst M = S™ x N keine
vollstindige Metrik nicht positiver Kriimmung zu.

Satz (Preissman). Es sei M eine Mannigfaltigkeit, die eine vollstindige Metrik negativer
Kriimmung trdgt. Dann st jede nicht triviale abelsche Untergruppe der Fundamentalgruppe
1somorph zu 7.

Satz (Bonnet-Myers). Es sei M eine Mannigfaltigkeit, die eine vollstindige Metrik mit
Ricci-Kriimmung groffer als eine positive Konstante trdagt. Dann ist M kompakt und hat
endliche Fundamentalgruppe.

Folgerung. Der Torus trigt keine vollstindige Metrik mit negativer Krimmung und keine
mit positiver Ricci-Krimmung.

Satz (Sphérensatz). Fs sei M eine Mannigfaltigkeit, die eine vollstindige Metrik mit

Krimmung K im Interval (§/4,0] fir ein § > 0 besitzt. Dann ist M homdomorph zu
SdimM.

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass nicht alle Kriimmungseigenschaften starr sind,
wie das folgende Resultat, das wir in diesem Modul nicht betrachten, zeigt.
Satz (Lohkamp). Jede Mannigfaltigkeit M mit dim M > 3 trdgt eine vollstindige Metrik,

deren Ricci-Krimmung kleiner als eine negative Konstante ist.
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Notation

Wenn nichts anders explizit gesagt wird, sind in diesem Skript:
e alle topologische Rdume Hausdorffsch und mit abzédhlbarer Basis;
e alle Mannigfaltigkeiten und Abbildung glatt;

e alle Mannigfaltigkeiten nicht-leer und zusammenhéngend.

2 Von Euklidischer bis zur Riemannschen Geometrie

2.1 FEuklidische Norm und Abstand

In der euklidischen Geometrie des Raums wird der Abstand zwischen zwei Punkten durch
die euklidische Norm des Differenzvektors gemessen:

dgn - R" X R™ — [0, 00), drn (P, q) =[P — qleuks (2.1)

wobei die euklidische Norm durch den Satz von Pytagoras definiert wird:

Was wir bekommen, ist eine Abstandsfunktion im Sinne der Analysis I1. Das heif}t: fiir alle
p,q,r € R™ gilt

Punkttrennung: dg-(p,q) = 0 genau dann, wenn p = ¢;

Symmetrie: dg-(p,q) = dgn(q,p);

3-Ecksungleichung: dg-(p,r) < dg=(p, q) + dgn(q, 7).

Wir kénnen dazu die Tripel von Punkten charakterisieren, wobei die Gleichheit gilt:

Kollinearitéit: dg.(p,r) = dgn(p, q¢)+dgrn(q, ) genau dann, wenn ¢ auf dem Geradenstiick
zwischen p und r liegt: ¢ = (1 — t)p + tr fur t € [0, 1].

Bemerkung 2.1. Wenn | - | : R” — [0,00) eine beliebige Norm auf R" ist, ist dann
d(p,q) == |p — q| auch eine Abstandsfunktion. Die Kollinearitéitseigenschaft gilt genau
dann, wenn die Implikation

Vo, ve € R oy +ug| = || +|va] = IA>0, vu=A 1 (2.2)

stimmt. Normen sind in Bijektion mit konvexen Kérpern, d.h. kompakten, symmetrischen,
konvexen Teilmengen des R™ mit 0 in ihrem Inneren. Symmetrisch heifit, dass

ve K<+ —vekK, Vv eR™
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Konvex heifit, dass
(1=t +tvy € K, Vo, v € K, t €]0,1].

Die Bijektion assoziiert zu |- | ihren abgeschlossenen Einheitsball K| := {v € R" | |v| < 1}
und umgekehrt zu K die Norm v — |v|g := inf{r > 0 | v € r - K}. Normen, die ({2.2)
erfiillen, sind in Bijektion mit strikt konvexen Korpern. Das heift:

(1—t)’U1+t’U2€k, Vvl,UQGK, tE(O,l)

Was wir im néchsten Abschnitt zeigen, gilt fiir allgemeine Normen und nicht nur fiir die
euklidische Norm | - |- A

2.2 Kurven im R"” und euklidische Linge

Die euklidische Norm kann benutzt werden, um die Lénge von Kurven in R" zu definieren.
Wir fangen an, die Klasse von Kurven, mit der wir arbeiten, zu konstruieren.

Definition 2.2. Es seien 7 : [to, t1] — R™ und 75 : [t1, t2] — R™ zwei stetige verkettbare
Kurven, das heifit v1(t1) = 72(t1). Die Verkettung ~; * vo : [to,ta] — R™ ist die stetige

Kurve
t) fallst € [ty, 1],
1 () = m(t) [to, 1] A
12(t) falls t € [tq,ts].

Definition 2.3. Ein Geradenstiick zwischen p und ¢ in R™ parametrisiert im Intervall
[to, t1] ist die Kurve v : [to, t1] — R™, v(t) = p+ =2 (g — p) fiir t € [to, t1]. Ein Streckenzug

t1—to

ist eine Kurve v, die als Verkettung von endlich vielen Geradenstiicken zwischen Punkten
Do, - - -, P (sogenannten Knoten), darstellbar ist. Thre Liange ist gegeben als
k
Lew(7) = Zan (Ph—1,Pn)- A
h=1

Definition 2.4. Eine Kurve 7 : [to, t;] — R™ heifit glatt, wenn es 7 : ({o, ;) — R™ glatt mit
ty <ty < t; < t; existiert, sodass v = Ylto,t1)- Eine Kurve v heifit stiickweise glatt, wenn
die Verkettung von endlich vielen glatten Kurven ist. Wir schreiben C3%, ([to, t1], R™) fiir
die Klasse der stiickweise glatten Kurven parametrisiert im Intervall [to, t1]. Wir benutzen
die Notation C, ,(R") fir die Kurven v € C3%,.([0, 1], R") mit v(0) = p und 7(1) =¢. A

stiick

Bemerkung 2.5. Im Vergleich mit glatten Kurven haben stiickweise glatte Kurven den
Vorteil, dass sie geschlossen unter Verkettung ist, was wir ganz oft benutzen werden. A

Nach unserer Definition ist eine Kurve 7 eine Abbildung von einem Intervall [to, ¢;] mit
Bild im R"™. Trotzdem sind wir oft an Figenschaften von Kurven interessiert, die nur von
der geometrischen Spur (¢, t1]) abhéngig sind und nicht von der Parametrisierung . Wir
geben daher die folgende Definition.
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Definition 2.6. Wir sagen, dass v : [to, 1] — R™ und ¢ : [sg, s1] — R™ dquivalent sind,
wenn es einen stiickweise glatten Diffeomorphismus 7 : [sg, s1] — [to, t1] mit der Eigenschaft
0 =~y ot gibt:

[to, tl] 7—) R™.

1 A

[30’ 31]

Die Abbildung 7 heifit Umparametrisierung. Wir sagen, dass 7 orientierungserhaltende
(bzw. orientierungsumkehrend) ist, wenn 7 monoton steigend (bzw. fallend) ist. Jede Aqui-
valenzklasse von Kurven nach der obigen Relation heifit geometrische Kurve. Wenn wir
nur orientierungserhaltende Umparametrisierungen in der Aquivalenz zulassen, heiBen die
Aquivalenzklassen orientierte geometrische Kurven. A

Beispiel 2.7. Wir geben zwei Parametrisierungen des oberen Kreisbogens in S* C R?
zwischen den Geraden {z = z_}undz =z, mit -1 < z_ <z, < 1. Einmal~y: [z_,z,] —
R? mit v(z) = (z,v/1 — 22) und einmal ¢ : [0,,0_] — R? mit §(§) = (cosf,sin@). Dann
haben wir die orientierungsumkehrende Umparametrisierung 7 : [04,60_] — [zr_,z,] mit

7(0) = cosb. A

Wir konnen jede stiickweise glatte Kurve v : [tg,t;] — R™ durch Streckenziige appro-
ximieren. Fiir jede Zerteilung 0 = {tp = sp < s1 < ... < s = t1} nehmen wir den
Streckenzug 7 parametrisiert im Intervall [ty, t1], die durch ~y(sp,) zur Zeit s, lduft. Dann

k
Lo(77) = > den((sn1),7(s0) = ) ‘W(Sh) —len)) (8h — Sh-1)
h=1

Sp — Sh—1 euk

Wenn die Feinheit Z (o) der Zerlegung nach Null geht, dann ist

~ 9 (sh)|euk

euk

‘7(Sh) —Y(8n-1)
Sh — Sh—1

und wir bekommen als Limes das Integral

t1
lim Lo(r”) = / 50 sl

Z(o)—0 to

Definition 2.8. Die euklidische Linge einer stiickweise glatten Kurve ~ : [to, t1] — R™ ist

t1
Low(7) = / (0 louedl. A

to
Satz 2.9. Die Linge ist verkettungsadditiv und unabhdngig von der Parametrisierung:

e Fiir alle verkettbaren Kurven v, und o gilt Leuc (71 * ¥2) = Lewk(71) + Leuk(72)-
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o Es gilt Leyx(y 0o T) = Leuk(7y) fiir jede Kurve v und jede Umparametrisierung .

Beweis. Die Additivitat der Lange folgt aus der Additivitat des Integrals. Es seien nun
v i [to,t1] — R™ und 7 : [sg,$1] — [to,t1]. Nach der Verkettungsadditivitét diirfen wir
annehmen, dass ¢ und 7 glatt sind. Nach der Kettenregel gilt

d(yorT) dr dy
ds (s) = E@ : E(T(S))-

Da die euklidische Norm 1-homogen ist, bekommen wir
d(yoT)
dron)

dr d~y
= — |26 |5 (s)

euk N E
Nach der Substitutionsregel fiir Integrale mit ¢t = 7(s) gilt

dr dy h
Luatror) = [T | Gee)| = [
0 ds dt euk to

Wir kénnen nun zeigen, dass sich die Abstandsfunktion zwischen zwei Punkten als die
Lange des kiirzesten Weges, der die zwei Punkte verbindet, ausdriicken l&sst. Dieses Resul-
tat wird als Motivation fiir die Definition der Abstandsfunktionen auf Mannigfaltigkeiten
dienen.

Satz 2.10. Fiir alle p,q € R™ gilt

euk

G

dt = Ley . O]
1 k(V)

euk

d n 5 - lnf Leu .

w(pg) = nf  Lew(?)
Es sei v € C,4(R™) minimierend, d.h. Lew(y) = drn(p,q). Dann ist v das Geradenstiick
zwischen p und q (bis auf Umparametrisierung).

Beweis. Wenn v das Geradenstiick zwischen p und ¢ gilt Leyk(v) = dgrn(p, ¢) nach Defini-
tion. Es sei nun v € C, ,(R") beliebig. Dann fiir jede Zerlegung o von [0, 1] gilt nach der
3-Ecksungleichung;:

Lo (77) = Zan (Y(sh=1),7(sn)) = drn(p, q)-

Wenn die Feinheit Z (o) von o gegen null geht, bekommen wir also Leuw(y) > dgrn(p, q).
Wenn v minimierend ist, dann gilt fiir alle ¢ € [0, 1]

drn (D, q) = Leuk (V) = Leuk(Y]j0.q * V|i£,11) = Leuk(Y]j0,) + Leuk (V]ft.1])
> dgn(p,y(t)) + drn(v(t), q).

Nach der 3-Ecksungleichung und der Kollinearitét schlieen wir daraus, dass v(t) auf dem
Geradenstiick zwischen p und ¢ liegen muss und dass Leu(7V|(,1)) = drn(7(%), q). Insbeson-
dere ist 7|1 minimierend zwischen (¢) und ¢. Wir leiten aus dem obigen Argument ab,
dass fiir alle ¢’ € [t, 1] v(¢') auf dem Geradenstiick zwischen 7(t) und ¢ liegt. Also ist v eine
Umparametrisierung des Geradenstiicks zwischen p und gq. ]
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Wir wollen nun uns mit der Frage beschéftigen, was passiert wenn wir die obige Kon-
struktion auf eine offene Region von R"™ einschréanken. Es sei U C R” eine zusammenhéngen-
de, nicht leere, offene Teilmenge. Wir definieren den Abstand als die euklidische Lénge des
kiirzesten Wegs:

dy : U x U — |0, 00], dy(p,q) = inf Loy (7).
¥€Cp,q(U)
Es wird aus dem allgemeinen Satz fiir Mannigfaltigkeiten folgen, dass dy tatséchlich
eine Abstandsfunktion ist, die die euklidische Topologie auf U induziert. Hier bemerken
wir nur, dass die Punkttrennung aus der Ungleichung

dy > dgn|uxv (2.3)

stammt wahrend die Aussage iiber die Topologie aus der folgenden Tatsache stammt: wenn
B, (p) ein offener euklidischer Ball um p € U mit B,(p) C U ist, ist B,(p) auch der offene
Ball um p mit Radius r beziiglich dy;.

Was wir im letzten Teil dieses Abschnittes untersuchen méchten, ist ob minimierende
Kurven fiir dyy existieren, eine Frage, die auch auf Mannigfaltigkeiten von zentraler Bedeu-
tung sein wird. Wenn das Geradenstiick zwischen p und ¢ in U enthalten ist, sehen wir aus
und Satz , dass dieses Geradenstiick die minimierende Kurve ist. Insbesondere
gilt dy = dgn|uxr, wenn U konvex ist (die Umkehrung gilt nicht wie der Fall U = R?\ {0}
zeigt). Im folgenden Satz sehen wir, dass andersherum minimierende Kurven fiir U Gera-
denstiicke sein miissen. Der Beweis beriihrt auf der Tatsache, dass jeder Punkt eine Basis
von konvexen Umgebungen (die Bélle) besitzt.

Satz 2.11. Es seien p,q € U und v € C,,(R"™). Wenn dy(p,q) = Leu(y) gilt, dann ist v
das Geradenstiick zwischen p und q.

Proof. Wir zeigen zuerst, dass 7 ein Streckenzug ist. Da ([0, 1]) eine kompakte Teilmenge
der offenen Menge U ist, gibt es eine Zerlegung o = {0 = s9 < 51 < ... < 8y = 1} von [0, 1]
und offene euklidische Béllen By, Bs, ..., By in U mit gewissen Radien und Mittelpunkten,
sodass

7(31»_1),7(31») € B, Vi=1,...,k.

Wenn wir Satz mit p = 7y(s;—1) und g = y(s;) fir alle ¢ anwenden, sehen wir, dass der
Streckenzug 77 nicht langer als 7y ist: Leuk(77) < Leuk(7y). Da jede B; konvex ist, ist 47 in U
enthalten und Leu(77) = Lewx(7) denn + ist minimierend. Nach Satz [2.10] gilt v = 77. Wir
zeigen nun, dass v eigentlich ein Geradenstiick ist. Es seien p, p’, p” aufeinanderfolgende
Knoten des Streckenzugs v mit ~(t') = p’ fiir ¢’ € [0,1]. Es sei B ein offener euklidischer
Ball in U, der p’ enthélt. Es existieren ¢t < ¢’ und ¢ > t' mit y(¢),v(t") € B. Es sei § das
Geradenstiick zwischen 7(t) und ~(¢”). Dann

Leuk(fy) 2 Leuk(ﬁ)/’[o,t] * 0 * 7‘[15”,1])

Das ist eigentlich eine Gleichheit denn v ist minimierend. Also sind ~(¢), ('), v(¢") und
daher p,p/, p” kollinear. ]
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2.3 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Offene Teilmengen des R"™ sind die einfachsten Beispiele von Untermannigfaltigkeiten des
euklidischen Raums. Wir erinnern uns, dass M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit ist,
wenn sie eine glatte Struktur besitzt, sodass die Inklusion ¢ : M — R" eine Einbettung
ist. Also konnen wir die Léange einer stiickweise glatte Kurve « : [tg, ;] — M definieren,
als die euklidische Lénge der Verkettung ¢ o~y : [tg,t;] — R™. Statt jede Kurve v in M
durch ¢ nach vorne zu schieben und dann die euklidische Lénge zu berechnen, scheint es
Okonomischer zu sein, die euklidische Norm durch ¢ auf M ein fiir allemal zuriickzuziehen.

Zu diesem Zweck bemerken wir, dass |v]eux = v/ Geux (v, v) fiir alle v € R", wobei
Jouk : R" x R" = R, Jeuk (U, V) 1= Zuz ot
i=1

das euklidische Skalarprodukt ist.

Definition 2.12. Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform g : V' x V' — R. Das heifit:

(a) g ist bilinear;
(b) g(u,v) = g(v,u) fir alle u,v € V;
(¢) g(v,v) >0 fir alle v € V' \ {0}.

Die Funktion
|-]g:V —[0,00), vy = Vg(v,v), YveV

ist die zu g assoziierte Norm. Der unorientierte Winkel 6 € [0, 7], der von vy,v, € V' \ {0}
eingschlossen ist, wird durch die Formel

cosf =
[v1glvalg

definiert. A

Beispiel 2.13. Das Frobenius-Skalarprodukt gg.,p ist definiert als
grrob : 9L, R X gl, R — R, Irrob(A, B) 1= SPUT(AT - B). A
Bemerkung 2.14. Fiir jede lineare Abbildung F': W — V ist
Frg:WxW =R, Frg(wy,we) = g(F - wy, F - wsy)

bilinear und symmetrisch. Die Funktion F*g ist ein Skalarprodukt genau dann, wenn F
injektiv ist. Insbesondere ist die Einschrankung von g auf einem Untervektorraum W C V
ein Skalarprodukt auf W. A
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Wir konnen dann die euklidische Lénge von ¢ o v folgenderweise umschreiben:

Lo (to7y) = /t:l \/geuk <d“/(t)L “A(t), dyayt - "y(t)) dt
B /t ) \/ (dyyt)*Geur) (5(2), 4())dt.

Hier ist dp¢ : T,M — T,;,)R" und geu ist als Skalarprodukt auf R™ = T,,,)R" betrachtet.
Mit der Identifikation T,R"™ = R" fiir jedes ¢ € R" ist geyx €in Schnitt von T*R" @ T*R"
(also ein Tensorfeld vom Typ (0,2)), der auf jedem T,R™ ein Skalarprodukt ist. Nach der
Definition des Pullbacks von kovarianten Tensorfelder folgt es, dass (dyt)*genk = (¢*Geuk)p,
wobei ¢*geu ein Tensorfeld vom Typ (0,2) auf M ist. Die Injektivitdt von d,¢ impliziert,
dass (¢*geuk)p €in Skalarprodukt auf 7),M ist. Daher bekommen wir

t1
Leuk(L S 7) = / |7(t)|(t*geuk)y(t)dt'

to

Wir haben dann die folgende Definition begriindet.

Definition 2.15. Eine Riemannsche Metrik ¢ auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein Ten-
sorfeld vom Typ (0, 2) (also ein Schnitt von T*M @ T* M), sodass g, ein Skalarprodukt auf
T,M fiir alle p € M ist. Wir schreiben | - |, : TM — [0, 00) fiir die dazugehorige Norm auf
dem Tangentialraum. Das Paar (M, g) heiit Riemannsche Mannigfaltigkeit. A

Bemerkung 2.16. Die Funktion TM — [0,00), v +— g¢(v,v) ist glatt denn sie ist die
Verkettung der glatten Funktionen TM — TM TM,v—v®@vund g : TM QTM — R.
Daher ist die Norm TM — [0,00), v — |v|, = 1/g(v,v) eine stetige Funktion, die glatt
auflerhalb des Nullschnitts von 7'M (die Nullstelle der Funktion v — g(v,v)) ist. A

Beispiel 2.17. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Jede Immersion ¢ : M — R" liefert eine
Riemannsche Metrik ¢t*gq auf M. Allgemeiner liefert jede Immersion F': M — N in eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit (N, h) eine Riemannsche Metrik F*h auf M. A

Die Definitionen 2.4 und [2.6] von stiickweise glatten Kurven und Umparametrisierungen
lassen sich auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Hier machen wir nur eine Zugabe.

Definition 2.18. Es sei v : [to,t;] — M stiickweise glatt und sei T' C [to, ;] die end-
liche Menge der Extrempunkte der Verkettungsintervalle. Fiir alle ¢t € [to,t1] \ T heifit
J(t) € Ty M der Geschwindigkeitsvektor von +. Fiir ¢ € T" haben wir den Linksgeschwin-
digkeitsvektor den Rechtsgeschwindigkeitsvektor

P— o . . . + . . .

7O =1my(), 57 =lmi(@). A

Auf dhnlicher Weise erweitern wir die Definition [2.8] von Lange auf Riemannschen Man-

nigfaltigkeiten.

15



Definition 2.19. Es sei 7 : [to, t1] — M eine stiickweise glatte Kurve auf einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit (M, g). Die Funktion |4, : [to, t1] — [0, +00) heifit Geschwindigkeit
von 7. Die Léange von v ist das Integral der Geschwindigkeit

Ly(y) = /t "Lt A

Wenn wir den Beweis von Satz nachahmen, sehen wir, dass auch die Lénge L,
verkettungsadditiv und invariant nach Umparametrisierungen ist.

Definition 2.20. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Riemannsche Ab-
stand dy : M x M — [0, 00] ist definiert als

dy(p,q) == inf  Ly(v). A

YECp,q(M)

Fiir p € M und r > 0 definieren wir die offenen metrischen Béllen

Bi(p) :={qg € M | dy(p,q) <1}

Satz 2.21. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Riemannsche Abstand
d, ist eine Abstandsfunktion, die die Topologie von M induziert.

Anfang des Beweises. Wir zeigen zuerst, dass d, endlich ist. Wir sagen, dass zwei Punkte
auf M &quivalent sind, wenn es C, ,(M) nicht leer ist. Das ist eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitit: die konstante Kurve gehort zu C, ,(M);

Symmetrie: Es sei ¢ : [0,1] — [0,1] der orientierungsumkehrende Diffeomorphismus
©(t) = 1 —t. Dann haben wir eine Bijektion

Cpq(M) = Cyp(M), v+ yoo.

Transitivitdt: Es seien ¢ : [0,1/2] — [0,1] und @9 : [1/2,1] — [0, 1] die orientierungs-
erhaltenden Umparametrisierungen ¢q(t) = 2t und () = 2t — 1. Wir haben eine
Verkettungsabbildung

Cpg(M) x Cyr(M) = Cpr (M), (71,72) = (Y1091) * (72 0 ¥2)

Jede Aquivalenzklasse ist offen in M, weil jedes p € M eine Umgebung diffeomorph zu
einem euklidischen Ball besitzt, wo je zwei Punkte durch eine glatte Kurve verbunden
werden kénnen. Da M zusammenhéngend ist, sind je zwei Punkte dquivalenten und daher
ist d, endlich.

Die Gleichung d,(p, p) = 0 folgt aus der Tatsache, dass die konstante Kurve in p Lénge
null besitzt.
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Die Symmetrie von d, folgt aus der Bijektion C), (M) — C, (M) und der Invarianz der
Lange nach Umparametrisierungen. Fiir die 3-Ecksungleichung nehmen wir v; € C,, ,(M)
und v, € C, (M) beliebig. Dann

dy(p,7) < Lg((m1001) % (Y20 92)) = Ly(1 0 ¢1) + Lyg(72 0 2) = Ly(1) + Ly(72)-

Wir nehmen nun das Infimum fir v, € C,,(M) und v € C,, (M) um die gewiinschte
Ungleichung zu finden. O

Um den Rest des Beweises durchfithren zu koénnen, brauchen wir einen lokalen Ver-
gleichssatz zwischen | - |, und der euklidischen Norm in einer Karte.

Hilfssatz 2.22. FEs sei h eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Menge V' in R™. Fiir
jede kompakte Menge K C 'V gibt es Konstanten Cx und C3, sodass

C;(’f‘euk S |£|h S O[Jg’ﬂeuka VSC € K7 Vf S TIV = Rn

Beweis. Wir definieren die Menge F = {{ € T,V | z € K, [{leux = 1} = K x S™1, die
disjunkt zum Nullschnitt von 7'V ist. Dann ist |- |, positiv auf E. Da E kompakt und |- |,
stetig ist, existieren C'x < C}:, sodass

Ci<leh <Ck  VEEE.

Es sei nun £ € T,V mit z € K und £ # 0. Nach der Homogenitit von | - [y, ist _\£|£ - €k
und

CKg’m%

< Cr.
N K
Die gewiinschte Ungleichung folgt nun aus der Homogenitét von | - . ]

Folgerung 2.23. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und eine Karte
(U, ) um p mit x .= p(p). Es seir, > 0 mit der Eigenschaft, dass der abgeschlossene
euklidische Ball B,,(x,) in p(U) enthalten ist. Dann existieren C,7, CF > 0, sodass fiir alle
r<r,

d dg(p» Q) < O;deuk(xpa QO(Q)); Jalls q € 9071(37’(%17))'

* dy(p0) 2 Gy falls g ¢ 97 (Br(ay);

Beweis. Wir wenden Hilfssatz mit h = (¢')*g und K := ¢(B,,(z,)) an und finden
Konstanten C; := C und C;f := Cf. Es sei ¢ € ¢~ (B,(x,)) fiir < r, und man nehme
ein Geradenstiick v zwischen x, und ¢(q). Dann ¢™' oy € C,, ,(M) und

CFdew(7,0(q)) = CF Leuk(7) = Li(v) = Ly(¢™" 07) = dy(p, q).

Es sei nun ¢ ¢ ¢~ *(B,(z,)) und man nehme r’ < r beliebig sodass ¢ ¢ ¢ 1(B.(x,)). Wir
bemerken, dass

M\ A~ (0B ()} = ¢~ (Br () UM\ {¢™ (B ()}

17



Beide Mengen auf der rechten Seite sind offen, die zweite, weil M Hausdorffsch ist und daher
die kompakte Menge ¢ '(B,/(x,)) auch abgeschlossen ist. Es sei v € C, (M) beliebig.
Dann existiert ¢, € [0,1], sodass v([0,t.]) C ¢~ (By(x,)) und y(t.) € ¢~ (OB, (xp)). Wir
haben

te1]) = Lg(V]i0,01) + Lg(Yit11) = Lg(Y]j0,6.1) = L 0 V]j0,1.)
2 Op_Leuk(SO © ’Y|[0,t*]>
Z Cp_deuk(x;m QO(’y(t*)))

— !
=C,r,

Ly(v) = Lg(lo,0. * ¥

wobei die letzte Gleichung aus p(v(t.)) € 0By (xp) = {y € R" | dewx(xp,y) = '} folgt. Da
~v und r’ < r beliebig waren, folgt die gewiinschte Ungleichung. [

Ende des Beweises von Satz .21 Es seien p und g zwei verschiedene Punkte auf M. Wir
wéhlen eine Karte (U, ¢) um p und wenden Folgerung an. Es existiert » < r,, sodass
q ¢ ¢ ' (Br(2p)). Dann dy(p,q) > C,r > 0. Wir zeigen nun, dass die Topologie von M
und die von d, induzierte Topologie {ibereinstimmen. Eine Basis der ersten Topologie sind
die Mengen U, wobei (U, ¢) eine Karte von M ist. Eine Basis der zweiten Topologie sind
die Bille BY(p). Es sei nun (U, ) und p € U gegeben. Nach Folgerung existiert ein
r > 0, sodass

pe B (n) C ¢ ' (Bi(ap) CU.

Also ist die metrische Topologie feiner als die Topologie von M.

Andersrum betrachten wir B?(p) und p’ € BY(p). Nach der 3-Ecksungleichung existiert
s' > 0, sodass BY(p') C BY(p). Es sei (U, ¢) eine Karte um p’. Nach Folgerung [2.23 gilt fiir
alle ' < dy(p', ') < Chdewi(wy, 0(q)) fiir alle ¢ € (B (x,)). Das bedeutet, dass
fiir C; < ¢ gilt

P €¢ (Br(zy)) C B, () € BY() € Bp)-

Da ¢~ (B, (x,)) im Definitionsbereich der Karte ¢ ist, folgt es, dass die Topologie von M
feiner als die metrische Topologie ist. ]

Wir wissen nun, dass d, eine Abstandsfunktion ist, die die Topologie von M indu-
ziert. Eine zentrale Frage ist nun, wann eine minimierende Kurve v € C, (M), das heifit
dy(p,q) = Ly(7), existiert. Wir haben gesehen, dass schon fiir offene Mengen des eu-
klidischen Raums solche Kurve nicht unbedingt existiert. Allerdings werden wir zeigen,
dass, wenn p und ¢ hinreichend nah sind, minimierende Kurven existieren und einer Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung geniigen: der geoditischen Gleichung. Bevor wir diese
Unternehmung in Angriff nehmen, wollen wir uns im néchsten Abschnitt auf das Problem
fokussieren, wie Riemannsche Metriken konstruiert werden koénnen.
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3 Konstruktion von Riemannschen Metriken

Die Theorie von Vektorbiindeln gibt uns eine lokale Darstellung von Riemannschen Me-
triken und impliziert, dass jede Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik zulédsst. Wir
werden dann diskutieren, wie man aus alten Riemannschen Metriken neue schaffen kann.
In dieser Fiille von Metriken wollen wir dann einige Beispiele isolieren, die von zentraler Be-
deutung in der Differentialgeometrie und in der Physik sind. In unseren Argumenten werden
wir allgemeiner mit Pseudo-Riemannschen Metriken arbeiten. Das hat zwei Hauptvortei-
le. Erstens treten wichtige Riemannsche Mannigfaltigkeiten wie der Hyperbolische Raum
natiirlich als Untermannigfaltigkeiten von Pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten auf.
Zweitens stellen Pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten ein Modell fiir die Raumzeit in
der allgemeinen Relativitédtstheorie dar. Wir konnen dann diese Chance nutzen, um einen
Blick auch in diese Theorie zu werfen.

3.1 Pseudo-Riemannsche Metriken

Definition 3.1. Eine Pseudo-Riemannsche (PR) Metrik ¢g auf einer Mannigfaltigkeit M
ist ein symmetrisches Tensorfeld vom Typ (0, 2), sodass fiir jede p € M die Bilinearform

Gp : TyM x T,M — R
nicht ausgeartet ist. Das bedeutet, dass
bp : TyM — Ty M, bp(u) - v = gy(u,v)

ein linearer Isomorphismus ist. Wir bezeichnen die Inverse mit f, : T;M — T, M.

Die Signatur (04(g),0-(g)) von g, (bitte die Definition aus der linearen Algebra wie-
derholen) héngt nicht von p ab und heifit die Signatur von g. Fiir 0_(g) = 0 bekommen
wir den Begriff von Riemannscher Metrik zuriick. Wenn o_(g) = 1, heifit g eine Lorentz-
Metrik. JAN

Bemerkung 3.2. Wenn g eine PR-Metrik von Signatur (o4 (g),0-(g)) ist, dann ist —g
eine PR-Metrik mit Signatur (o, (—g) =0_(9),0-(—g) = 0+(g9)). A

Definition 3.3. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit. Ein Tangentialvektor v € T, M
fiir p € M heifit

raumartig, falls g(v,v) >

lichtartig, falls g(v,v)

0,
0,
zeitartig, falls g(v,v) < 0. A

Es sei g eine PR-Metrik auf M. Wir betrachten einen Rahmen e, ..., e, fir TM auf
einer offenen Menge U C M mit Dualrahmen e!, ..., e". Dann gilt
g= Z gije' @ el auf U, gi; = g(ei,ej) : U —R.

1,j=1
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Beispiel 3.4. Wenn e, = % die Koordinatenvektorfelder einer Karte (U, ) sind, dann

- P o 0
g= ”ZZI gi;dz'da’ auf U, Gij = g(ﬁ_xi’ (9_1’) U — R,
wobei wir die Abkiirzung dz'dz? = da’ ® da’ benutzt haben. A

Anders gesagt ist g in der entsprechenden Trivialisierung x : TU — U x R"™ durch das
glatte Matrixfeld G = (g;;) : U — gl,,(R) représentiert:

(x)9),(6.6) =€ -Gp)-& =) 950)E1&,  Y(0,&),(p,&) €U xR™

1,7=1

Beispiel 3.5. Es sei §(7+7-) die diagonale n x n-Matrix mit der ersten o, Eintréige gleich 1
und der letzten o_ Eintrége gleich —1. Die flache PR-Metrik auf R™ mit Signatur (o,0_)
ist gegeben durch

ot n n
groto- = Z(dxi)2 — Z (dz')? = Z 5§;+’0‘)dxidxj.
i=1 i=o 41 ij=1

Wir benutzen die Notation (R7+7- ggot.o—) fiir R” mit dieser PR-Metrik. Wir schreiben
grn = grno fiir die euklidische Metrik geu. Die Mannigfaltigkeit (R} gpa-1,1) ist der
sogenannte Minkowski-Raum. A

Wir sehen dann, dass b : TM — T*M ein Bundelisomorphismus ist, dessen Darstellung
in den Basen (e;) und (e’) genau durch die Matrix G gegeben ist:

bei:Zgijej, VZ:L,TL
j=1

Daher ist G invertierbar und die inverse Matrix G~ = (¢%) stellt die Umkehrabbildung
f:1T*M — TM dar.

Folgerung 3.6. Eine PR-Metrik liefert Isomorphismen von C*(M)-Modulen
b X(M) — QYM), g QN (M) — X(M)
zwischen Vektorfelder und 1-Formen auf M, die invers zu einander sind. ]

Definition 3.7. Der Gradient von f : M — R beziiglich einer PR-Metrik ¢ ist das
Vektorfeld grad f := #(df). Das heifit das eindeutige Vektorfeld mit df = g(grad f,-). A

Wir konnen b und # auf Tensoren hoherer Stufe erweitern. Fiir 1 <+ <rund1<s <s
definieren wir p"*) : T Nf — TC=Ls+D AL als die lineare Abbildung, die b vom 7/-ten
kontravarianten Eintrag nimmt und setzt den vor dem s’ kovarianten Eintrag. Das heifit:

b(’”"sl)<u®v®w®a®ﬁ> = uRuwRa®bdlv)® s,

wobei v € TM®'~' v € TM, w € TM®"") o € T*M®'~' g € T*M®5=*) Ein
dhnliches Verfahren gibt §(5") : T Af — Tr+Ls=1) pf,
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3.2 Konforme PR-Metriken und Existenz von R-Metriken

Nach Definition von PR-Metriken folgt, dass wenn g eine PR-Metrik auf M ist und f :
M — (0, 00) eine positive Funktion ist, dann ist f?- g eine PR-Metrik auf M mit derselben
Signatur wie g.

Definition 3.8. Zwei PR-Metriken ¢y, go auf M heiflen konform &quivalent, wenn es A :
M — (0,00) mit g, = A%g; gibt. Eine Abbildung F : (N, gny) — (M, gar) heiit konform,
wenn F*g,, konform dquivalent mit g ist. A

Bemerkung 3.9. Zwei Riemannsche Metriken gy, go sind konform &quivalent genau dann,
wenn sie die gleichen Winkel zwischen Tangentialvektoren bestimmen, siehe Blatt 1. A

Beispiel 3.10. Es sei U C R? eine offene, zusammenhiingende Teilmenge und f : (U, goux) —
(R?) geur) eine glatte Funktion. Wir wollen verstehen, wenn f konform ist. Der Pullback
f*geur hat die Matrixdarstellung

( ‘axf@uk geuk(arfa ayf))
geuk(aa:f7 ayf) |ayf|guk

Also muss |9, f 20 = 10,2 und Geuk (02,0, f) = 0 gelten. Wenn ¢ : R? — R? die
darstellt, gilt dann 0, f = =£i - 0, f, wobei das

0 —
1 0

Vorzeichen dasselbe fiir alle Punkte in U ist denn U zusammenhéngend ist. Wenn 9, f =

i- 0. f gilt, ist f eine holomorphe Funktion unter der Identifizierung R? = C. Wenn 9, f =

—i - O, f gilt, ist f antiholomorph. A

Multiplikation durch die Matrix

Im Allgemein ist die Summe von zwei PR-Metriken mit gleicher Signatur nicht un-
bedingt eine PR-Metrik. Die Summe von zwei Riemannschen Metriken ist aber eine Rie-
mannsche Metrik, da die Summe von positiven Zahlen wieder positiv ist. Diese elementare
Beobachtung impliziert die Existenz von Riemannschen Metriken auf beliebigen Mannig-
faltigkeiten.

Satz 3.11. Jede Mannigfaltigkeit trigt eine Riemannsche Metrik.

Beweis. Es sei x : TU — U x R" eine Trivialisierung von TM. Wir setzen ¢¥ := x*geuk-
Da x ein Biindelisomorphismus ist, ist gV eine Riemannsche Metrik auf Ey. Es sei nun
{U;}icr eine Uberdeckung von M, die aus trivialisierenden offenen Mengen besteht. Es sei
{pi}icr eine Zerlegung der Eins beziiglich dieser Uberdeckung. Dann setzen wir

g:= Y pig" (T M@ T M)
iel
und wir miissen nun die positive Definitheit {iberpriifen. Es sei p € M. Dann existiert eine

endliche nichtleere Teilmenge I’ C I, sodass p;(p) > 0 genau dann, wenn 7 € I’. In diesem
Fall ist p € U; und fiir alle v € T,M \ {0} ist g¥*(v,v) > 0. Daher

gp(v,v) = Zpi(p)ggi(v,v) > 0. ]

iel’
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Bemerkung 3.12. PR-Metriken mit gegebener Signatur existieren auf einer beliebigen
Mannigfaltigkeit M nicht unbedingt, da diese Metriken topologische Bedingungen erfor-
dern. Zum Beispiel existiert auf S? keine Lorentz-Metrik. Um zu sehen wie die Topologie
die Existenz von PR-Metriken beeinflusst, betrachten wir den Fall, in dem T'M = F; @ E,
die direkte Summe von zwei Vektorbiindeln mit Dimension k; und ky ist. Die Existenz
solcher Zerlegung héangt von der Topologie von M ab (zum Beispiel wenn M eine kom-
pakte Fliche ist, muss M der 2-Torus oder die Kleinsche Fliche sein). Wir kénnen dann
den Beweis von Satz nachahmen und Riemannsche Metriken ¢; auf E; und g, auf Ey
definieren. Dann ist g; @ (—g2) eine PR-Metrik auf M mit Signatur (ki, k2). A

Bemerkung 3.13. Man kann zeigen, dass M eine Lorentz-Metrik genau dann besitzt,
wenn T'M = E, & E,,_1, wobei F; vom Rang eins ist. A

3.3 Orthogonalitit und Pseudo-Riemannsche Immersionen

Wir haben bemerkt, dass ein Skalarprodukt ¢ auf einem Vektorraum V' ein Skalarprodukt
glw auf einem Untervektorraum W von V induziert. Ist dagegen g eine nicht ausgeartete
symmetrische Bilinearform auf V', so ist gl wohl symmetrisch und bilinear kann aber
ausgeartet sein. Auch wenn g|w nicht ausgeartet ist, hangt ihre Signatur stark von W ab.

Beispiel 3.14. Essei V =R? g =da? — dt?, W =R - (2,t), wobei (z,t) # 0. Dann

positiv definit, falls 22 — ¢ > 0,
glw ist < gleich null, falls x% — t? = 0, A
negativ definit, falls 22 —t? < 0.

Also liefert nicht jede Immersion F': N — M in eine PR-Mannigfaltigkeit (M, g) eine
PR-Metrik auf N durch Pullback, ganz im Gegenteil zu der Situation fiir Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.

Definition 3.15. Eine Abbildung F': N — M in eine PR-Mannigfaltigkeit (M, g) heifit
PR-Immersion, wenn F*g eine PR-Metrik auf N ist. A

Um PR-Immersionen zu verstehen, fragen wir zunichst, wann die Einschrankung g|w
einer nicht ausgearteten, symmetrischen Bilinearform ¢ : V x V. — R auf einem Un-
tervektorraum W C V wieder nicht ausgeartet ist. Dazu brauchen wir den Begriff von
Orthogonalitét.

Definition 3.16. Es sei g : V x V — R eine symmetrische und nicht ausgeartete Bi-
linearform. Wir sagen, dass vy, vy orthogonal (oder senkrecht) zu einander stehen, wenn
g(v1,v9) = 0. Wenn W C V ein Untervektorraum ist, setzen wir

Wh={veV|gvw) =0, YweW}

fiir den orthogonalen Untervektorraum zu W. A
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Aus der linearen Algebra kennen wir das folgende Resultat aus.

Satz 3.17. Es sei g : V x V — R eine symmetrische und nicht ausgeartete Bilinearform
und W C V' ein Untervektorraum. Dann:

e dimW +dimW+ =dimV;
o (Wh)t =W,
e es gilt die Aquivalenz
glw nicht ausgeartet <= W NW*+={0} <= g|lw nicht ausgeartet.

In diesem Fall haben wir
o1 (9) = o (glw) +oclglwe),  o-(9) =0o-(glw) +o_(glwr).
o FirdimW =dimV —1 sei Wt =R v fiir einv eV \ {0}. Dann

nicht ausgeartet mit Signatur (04(g),0-(g) — 1), falls g(v,v) <0,
glw ist] ausgeartet, falls g(v,v) =0,
nicht ausgeartet mit Signatur (o4 (g) —1,0-(g)), falls g(v,v) >0

O

Folgerung 3.18. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und f : M — R eine Funktion.
Es sei N = f~Yc) # 0 fir ein ¢ € R mit kanonischer Inklusion « : N — M. Wenn
grad f(p) fir alle p € N zeitartig ist, dann ist N eine Untermannigfaltigkeit und 1*g
eine PR-Metrik auf N mit Signatur (04(g),0-(g) — 1). Wenn grad f(p) fir alle p € N
raumartig ist, dann ist N eine Untermannigfaltigkeit und o*g eine PR-Metrik auf N mit
Stgnatur (04(g9) —1,0-(g)). In beiden Fillen haben wir die orthogonale Zerlegung T,y M =
T,N @R -grad f(p) fiir alle p € N (anders gesagt R - grad f(p) = T,N*). O

Wir wollen die obige Diskussion in einem wichtigen Beispiel anwenden.

Beispiel 3.19. Wir nehmen natiirliche Zahlen o, 0_ mit oy +0_ = n+1 und betrachten
(RO ggoso- ) = R7+ x R7~. Wir identifizieren R7+7- = R+ x R~ sodass gres.o- =
>oryd(x)? = 3272, d(#)?. Wir betrachten die zugehorige quadratische Form

O+ o—
Q(a%crf) (R77 = R, Q(g+707)<x,t) = Z(xZ)Q - Z(tj>2 = ‘xﬁuk - |t|zuk'
i=1 j=1

Eine einfache Berechnung liefert

grad Qo o y(x,t) = 2(x, 1), Y (z,t) € R%+7-
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Wir betrachten ¢ € R und die Inklusion ¢, : Q(;i,a,)@) — R77-. Fiir (z,t) € Q(;i,a,)(c)
gilt

gro+o- (grad Qo o) (2, 1), 8rad Qo o (2, 1)) = 4(’x|623uk - |t‘§uk) =4Q 0,0 ) (7, t) = 4dc.
Fiir ¢ # 0 ist (Q(’l )(¢), tigro+o-) eine PR-Mannigfaltigkeit nach Folgerung [3.18 Wir

O4,0—

haben dazu, dass R - (z,t) = (TQ(_;HL)(C))L und

(04 —1,0-) fallse>0

L gro+-o— besitzt Signatur
IR s {(a+, o_—1) fallsc<0.

AuBlerdem haben wir Diffeomorphismen

S xR = QL (@, () (ﬂ JIt2. +c- y,t), fir c>0,  (3.1)

R+ x §7-~1 — Q(_Ui - (), (x,8) — <x, 9z — ¢ s), fir ¢ < 0. (3.2)

Wir geben nun einen Namen zu denjenigen Féllen, fiir die ¢}ggo+.v- Riemannsch oder
Lorentz ist. Es sei r eine positive reelle Zahl. Dann:

e Die Riemannsche Mannigfaltigkeit
(S, 9s1) = (Quus1,0) (1), 2 gret10)
ist die n-dimensionale euklidische Sphére mit Kriimmungsradius r > 0.
e Die Riemannsche Mannigfaltigkeit
(Hy', grmp) = (Quiy (=) 0 {t! > 0}, 2ggn1)

ist der n-dimensionale hyperbolische Raum mit Kriimmungsradius » > 0. Hier haben
wir die Schnittmenge mit {t' > 0} genommen weil Q') (=) = R" x §° = R" U
R" zwei zusammenhdngende Komponenten besitzt. Insbesondere liefert den
Diffeomorphismus R" — H”, x> (x,/|z|2, + 7?).

e Die Lorentz-Mannigfaltigkeit
(dsga gdSﬂ) = (Q(_nl,l) (7"2), Lizan,l)

ist der n-dimensionale de-Sitter-Raum mit Kriimmungsradius r > 0. Hier liefert ((3.1])
einen Diffeomorphismus 5"~ ! x R — dS”.

e Die Lorentz-Mannigfaltigkeit

(AdS;L, gAdSﬂ) = (Q@1_1,2)(_r2)’ L*_rzan—l,Z)

ist der n-dimensionale Anti-de-Sitter-Raum mit Kriimmungsradius » > 0. Hier liefert
(3.2)) einen Diffeomorphismus R"~! x S* — AdS™. A
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Wir wollen nun die Diskussion iiber die Orthogonalitdt mit der Existenz von orthonor-
malen Rahmen und Normalenbiindeln schliefen.

Definition 3.20. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit mit Signatur (o, 0_). Ein Rah-
men ey, ..., e, von T'M auf U heilt orthonormal, wenn g(e;, e;) = 65}‘*’0’) fir alle i,7. A

Satz 3.21. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und E eine tangentiale Distribution auf
M (d.h. E ist ein Unterbiindel von TM ), sodass ENE* = Opy. Dann existiert fiir alle p €
M orthonormale Rahmen e, ... e, € E und exi1,...,e, € E+ auf einer Umgebung von
p. Insbesondere ist E+ eine Distribution vom Rang n—k, das sogennante Normalenbiindel
von E in TM, und es gibt einen Biindelisomorphismus TM = E@ E+. Die so entstandene
orthogonale Projektion 11 : TM — E ist ein (surjektiver) Bundelhomomorphismus mit
g =idg und ker 11 = E+.

Beweis. Da E, N EpL = {0} gilt, existieren vy,...,v; € E,, die eine orthonormale Basis
fiir g|g, bilden und vyiq,..., v, € Epl, die eine orthonormale Basis fiir g| Et bilden. Da
E ein Unterbiindel ist, konnen wir Vektorfelder e, ..., e, € E auf einer Umgebung von p
finden, sodass €j(p) = v;. Auerdem kénnen wir Vektorfelder €} ..., e, € TM auf einer
Umgebung von p finden, sodass €,(p) = v;. Wir setzen E; als die von den Vektorfeldern
ey, ...,e; erzeugte Distribution. Da vy, ..., v, eine orthonormale Basis bilden, existiert eine
Umgebung von p, sodass alle die Einschrénkungen g|g, nicht ausgeartet sind. Wir wenden
nun das Verfahren von Gram-Schmidt an:

g
el ==¢el, e =¢e —
g

Fiir die Wohldefinitheit miissen wir priifen, dass g(e,e’) # 0. Die Vektorfelder ef, ... e/
spannen E; auf und sind orthogonal zu einander. Wenn g(e//, e/) = 0 wire, wiirde g(e/,v) =

177
0 fiir alle v € E; sein. Das widerspricht der Voraussetzung, dass g|g, nicht ausgeartet ist.

Schliefllich setzen wir

1
€; 1= ﬁe;’
Vlg(e, )]
Dann sind eg,...,e; und epyq,...,e, die gesuchten Rahmen. Da E+ einen Rahmen von
n — k Vektorfelder um jeden Punkt besitzt, ist £+ ein Unterbiindel. Wir definieren £ &
E+ — TM als (v, v3) = v1 + vo. Wenn wir Trivialisierungen ey, ..., e, fiir E, egy1,. .., €n

fir X und ey,...,e, fir TM wihlen, dann ist diese Abbildung durch der kanonische
Isomorphismus R¥ x R*~* =~ R" dargestellt. Es ist somit gezeigt, dass £ ® E+ — TM ein
Isomorphismus ist. Ein dhnliches Argument impliziert, dass die orthogonale Projektion ein
Bundelhomomorphismus ist. O

Die Resultate in diesem Abschnitt gelten fiir eine allgemeinere Klasse von Objekten.

Definition 3.22. Ein pseudoorthogonales Vektorbiindel ist ein Paar (E,g), wobei E ein
Vektorbiindel und g eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform g € T'(E* ® E*)
ist. A
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Bemerkung 3.23. Eine PR-Mannigfaltigkeit (M, g) liefert das pseudo-orthogonale Vek-
torbiindel (T'M, g) (die Notation kann hier ein bisschen verwirrend sein). A

Pseudoorthogonale Vektorbiindel treten natiirlich auf, wenn wir Abbildungen F': N —
M in eine PR-Mannigfaltigkeit (M, g) betrachten. Auch wenn F' keine PR-Immersion ist,
konnen wir das Pullback-Biindel “TM von TM durch F betrachten. Die Schnitte dieses
Vektorbiindels sind auch Vektorfelder von M entlang F' genannt.

Die PR-Metrik g wird dann zu einer symmetrischen, nicht ausgearteten Bilinearform
go F auf “TM zuriickgezogen und (¥T'M, g o F) ist ein pseudoorthogonales Vektorbiindel

TN L dF(TN) c (FTM,go F) -2 (T M, g).

e |, P

N r M

Das Differential dF kann nun auch als ein Biindelhomomorphismus dF : TN — "TM
iiber N betrachtet werden. Im Allgemein ist aber dF(T'N) kein Unterbiindel von *TM,
weil der Rang von d,F' von p € N abhéngen kénnte. Wenn aber F' eine PR-Immersion ist,
ist (AF'(T'N), (g o F)|ar(rny) ein pseudoorthogonales Unterbiindel und

dF : (TN,F*g) = (dF(TN),(g o F)|arrny)
ein Isomorphismus von pseudoorthogonalen Vektorbiindeln.

Definition 3.24. Es sei F' : N — (M, g) eine PR-Immersion. Das pseudoorthogonale
Unterbiindel (N := dF(TN)*, (g o F)laraae) in ("TM, g o F) heiBt Normalenbiindel
von F' in M (oder auch von N, wenn F die Inklusion ist). Wir haben die Zerlegung
FTM = dF(TN) @ N} und die orthogonale Projektion

I:"TM — TN, M(u)=dF) " (w), YueTM
wobel u = uy + uz, (u1,uz) € dF(TN)®NZ. A

Bemerkung 3.25. Die orthogonale Projektion IT : “TM — TN ist durch die Eigenschaf-
ten IT o dF' = idyy und ker IT = N7 charakterisiert. Die sind dquivalent zu der Identitét

grp) (pF - u,v) = (F*g),(u, 1T - v), Vpe N, YueT,N, Yve ("TM),. (3.3)
A

3.4 Isometrien

Wenn (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit ist, haben wir durch Multiplikation mit einer posi-
tiven Funktion unendlich viele weitere Metriken auf M konstruiert. Eine andere einfache
Weise, um weitere PR-Metriken zu erzeugen, ist den Pullback F*¢ durch Diffeomorphismen
F: M — M zu nehmen. Das fiithrt uns zum Begriff der Isometrie.
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Definition 3.26. Es seien (N, gy) und (M, gp) PR-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
F : N — M heifit isometrische Immersion, falls F*gy; = gn. Ist dim M = dim N, so
heifit F' lokale Isometrie. Wenn F' dazu bijektiv ist, heiit F' Isometrie und wir sagen, dass
(M, gar) und (N, gn) isometrisch sind. A

Bemerkung 3.27. Das Differential einer isometrischen Immersion ist immer injektiv, so-
dass dim M > dim N (genauer gilt o_(gn) < 0_(gn) und 01 (gn) < 04 (gar)). Insbesondere
sind (lokale) Isometrien (lokale) Diffeomorphismen. Es folgt daraus, dass fiir alle p € N eine
offene Umgebung Uy von p € N und eine offene Umgebung Uy, von F(p) in M existieren,
sodass F|yy : (Un,gnluy) = (Unr, garlu,,) eine Isometrie ist. A

Bemerkung 3.28. Isometrisch sein ist eine Aquivalenzrelation. JAN

Bemerkung 3.29. Eine Karte ¢ : U — V von einer PR-Mannigfaltigkeit (M, g) mit
Signatur (o4,0_) ist eine Isometrie zwischen g|y und gge+.o- |y genau dann, wenn

glv = Z 5‘”0 Jdaidad. A

2,7=1

Wenn F : (N,gny) — (M, gnm) eine Isometrie ist, konnen wir (N, gn) und (M, ga)
als gleich betrachten. Denn werden wir sehen, dass alle Objekte, die durch gy (bzw. gy)
konstruiert werden (z.B. Levi-Civita Zusammenhang, Geodétische, Kriitmmung), durch F
korrespondieren. Hier konnen wir schon sehen, dass, wenn wir mit Riemannschen Mannig-
faltigkeiten arbeiten, die Langen von Kurven und die Abstédnde zwischen Punkten durch
Isometrien durch F' erhalten bleiben.

Satz 3.30. Es sei F': (N,gn) — (M, gy) eine ]sometme von Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten. Fir alle vy : [to,t1] = N gilt Ly, (F o) = Ly (7), sodass
dyy, (F(p), F(q)) = dgx(p:q),  VP,q € N. (3.4)

Beweis. Wir berechnen

o d . o
Lo Fon) = [ o (SFom, Srom)ar= [ Vol 508 s
to to

- [ VoG

- LQN (7)

Fiir alle p,g € N haben wir die assoziierte Abbildung F' : Cp4(N) — Crep),rg(M),
v +— F o, sodass fiir alle v € C), ,(N)

dQM (F(p)7F(Q)) < LgM(F © ’7) = LQN(,Y)

gilt. Wir nehmen das Infimum iiber v € C, ,(N) und finden d,,, (F(p), F(q)) < dgy(p, q)-
Wenn wir nun die inverse Isometrie F'~! betrachten, bekommen wir auch die umgekehrte
Ungleichung. ]
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Man konnte sich umgekehrt fragen, ob eine (nicht unbedingt glatte) bijektive Abbildung
F: N — M, fiir die gilt, eine Isometrie zwischen (M, gys) und (N, gy) ist. Das ist
eigentlich der Fall, wie der nichste Satz, den wir aus zeitlichen Griinden in diesem Modul
wahrscheinlich nicht beweisen konnen, zeigt.

Satz 3.31 (Myers-Steenrod I). Es seien (M, gar) und (N, gy) Riemannsche Mannigfaltig-
keiten und F : N — M eine nicht unbedingt glatte Bijektion, sodass (3.4]) gilt. Dann ist F
glatt und eine Isometrie zwischen (N, gn) und (M, gar)- O

Folgerung 3.32. Es seien g1, 9> 2wet Riemannsche Metriken auf M, sodass dg, = dg,.
Dann folgt g1 = go. Also bestimmt die Abstandsfunktion die Riemannsche Metrik.

Beweis. Man benutze Satz mit F' = idy,. H

Isometrien kénnen nicht nur benutzt werden, um zwei PR-Mannigfaltigkeiten zu iden-
tifizieren, sondern auch um die Symmetrien einer PR-Mannigfaltigkeit (M, ¢) zu untersu-
chen. Diese Symmetrien sind ndmlich die Isometrien von (M, g) in sich selbst.

Definition 3.33. Die Isometrie-Gruppe Iso(M, gu) == {F : M — M | F*gy = gu} ist
die Gruppe aller Isometrien von (M, g5s) auf sich selbst. Eine PR-Mannigfaltigkeit heift
homogen, wenn fiir alle p,q € M ein F' € Iso(M, gys) mit F(p) = q existiert. Fiir p € M
heiit der Stabilisator Iso,(M, g) := {y € G | 7(p) = p} die Isotropiegruppe von p.

Eine PR-Mannigfaltigkeit heifit Rahmen-homogen, wenn fiir alle p,q € M und alle
orthonormalen Basen eq,...,e, € T,M, €,... e, € T,M eine Isometrie F': M — M mit
F(p) = q und d,F'(e;) = e fiir alle ¢ existiert. A

Wir wollen auch einen Namen zu den Vektorfeldern geben, die einen Flufl von Isometrien
erzeugen.

Definition 3.34. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X auf M ist
Killing, wenn ®% eine Isometrie von ¢ auf ihrem Definitionsbereich fiir alle ¢ € R. A

Nach Satz 8.16 in Differential Geometrie 1 haben wir die folgende Charakterisierung
von Killing-Vektorfelder.

Satz 3.35. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit. Fin Vektorfeld auf M ist genau dann
Killing, wenn die Lie-Ableitung von g entlang X verschwindet: Lxg = 0.

Was konnen wir im Allgemeinen {iber die Isometriegruppe einer PR-Mannigfaltigkeit
(M, g) sagen? Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir den sogenannten Rahmen-
Biindel

O(M,g) := I_l O(M, g),, O(M, g), := {orthonormale Basen von (1,M, g,)}.
peEM

Fiir alle p € M haben wir eine nicht kanonische Bijektion O(o4(g),0-(g)) = O(M, g)p,
wobei

O(04,0_) = {A € GL,(R) | AT - §+o-) . A = 5<J+vﬂf>}
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die pseudoorthogonale Gruppe mit Signatur (o, c_) ist. Aus Beispiel 5.29 im Skript Diffe-
rentialgeometrie 1 wissen wir, dass O(o,0_) eine Lie-Gruppe der Dimension %n(n —1) ist,
wobel n = o4 + o_. Wenn wir einen Rahmen (eq,...,e,) € O(M, g), willkiirlich wihlen,
ist die Bijektion O(c4(g),0-(g9)) = O(M, g), als

A»—)(i;A?ei,...,il:Az-ei)

gegeben. Man kann weiter zeigen, dass O(M, g) eine Mannigfaltigkeit mit Dimension
. 1 . : 1 .
dim M + idlmM(dlmM —-1) = 5d1mM(dlmM +1)

ist und dass die natiirliche Projektion O(M,g) — M ein Hauptfaserbﬁnde]ﬂ ist, obwohl
diese Information in diesem Modul nicht gebraucht wird.

Beispiel 3.36. Zeigen Sie: es existieren Bijektionen R™ x O(o4,0-) = O(R", g(s, o)
und O(oy,0_) — O<<Q(;l+,g,)(c>7 LiG(o4.0-)))- Es besteht weiter eine Bijektion Ot (n,1) —

O(H}, gur), wobei O (n, 1) die folgende Untergruppe von O(n, 1) ist:

O+(n, 1) = {A € O(n, ].) | An+1’n+1 > O} (35)
A

Wenn wir p € M und (eq,...,e,) € O(M, g), wéhlen, bekommen wir eine Abbildung
I :Iso(M,g) — O(M,g), I(F)=(d,F-e1,...,dpF - e,).

Satz 3.37. Die Abbildung I ist injektiv. Sie ist surjektiv genau dann, wenn (M, g) Rahmen-
homogen ist.

Die Aussage iiber die Surjektivitdat ist unmittelbar. Die Injektivitdt wird in Folgerung
[4.35] gezeigt und erlaubt uns Iso(M, g) mit einer Teilmenge der Mannigfaltigkeit O(M, g)
zu identifizieren. Wie der néchste Satz zeigt, ist I(Iso(M, g)) eigentlich eine Untermannig-
faltigkeit von O(M, g), sodass wir eine glatte Struktur auf der Isometriegruppe definieren
konnen.

Satz 3.38 (Myers-Steenrod II). Die Isometriegruppe Iso(M, g) hat die Struktur einer Lie-
Gruppe, sodass I eine Einbettung ist und Iso(M,g) x M — M eine Linkswirkung ist.
Insbesondere

1
dim Iso(M, g) < §dimM(dimM +1)

und wir kénnen den Vektorraum von Killing-Vektorfelder mit Tiq,,Iso(M, g) identifizieren.
Schlieflich stimmt die Topologie auf Iso(M, g) mit der Topologie der gleichmdifligen Kon-
vergenz auf kompakten Teilmengen tiberein.

3Fiir die Definition von Hauptfaserbiindel sehen Sie Wikipedia und die da referenzierte Literatur

29


https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptfaserb%C3%BCndel

Beispiel 3.39. Fiir alle v € R°+7- sind die Verschiebungen 7, : R7+7- — R+~ Iso-
metrien von (R7+7~ ggoro-). Wenn A € O(oy,0-) ist pa € Iso(R7+7-, ggor.o— ), wobei
pua(p) = A-p fir alle p € R7+7-. Es sei R7+7~ x O(0,,0_) die Gruppe von Isometrien,
die durch die 7, und p,4 erzeugt ist. Im Blatt 2 zeigen wir, dass I(R7+7~ x O(0,,0_)) =
O(R7+7~, ggot.o— ). Aus Satz folgt, dass

ISO(RJ+’U_,9R0+J—) =R+~ x O(O’+, O',). JAN

Beispiel 3.40. Es seien (Q(’Ul%gi)(c), tigro+o-) die im Beispiel betrachteten PR-
Mannigfaltigkeiten. Fiir alle A € O(o 4, 0_) haben wir ,uA(Q(’UiL)(c)) = (Q(’;+ - y(c)). Also
bekommen wir die Einschrinkung 14 . : Q(_Ui . (€)= Q(_Ji »y(C), sodass tcofiae = paote.

Dies ist eine Isometrie:
* * * * *
/“’LA,c(chRCUF’U*) = Lc:uAgRo‘k’J* = chRJ‘F’U*'

Also O(oy,0_) C Iso(Q; '  |(c),t grose—). Im Blatt 2 zeigen wir, dass I(O(o,,0_)) =

(U+ 70'—)

O(Q@i,g_)<c)a Ligro+o-). Aus Satz folgt, dass
ISO(Q(_UI.F,J_)(C% L:gRo“"U—) - O(U+, O',)

Wir haben den hyperbolischen Raum A" als die Zusammenhangskomponente von Q(;l,l) (c),
die in {t > 0} enthalten ist, definiert. Die in definierte Untergruppe O*(n,1) C
O(n, 1) erhélt H}', sodass O*(n,1) C Iso(H", gur). Nach I(O(n, 1)) = O(Q(_n{l)(c), Ligrnat)
folgt 1(O*(n,1)) = O(H, gur). Satz impliziert

Iso(H, gur) = O"(n,1). A

T

Gibt es andere PR-Mannigfaltigkeiten, die Rahmen-homogen sind? Hier geben wir die
Antwort fiir R-Mannigfaltigkeiten. Fiir PR-Mannigfaltigkeiten gilt eine dhnliche Version.

Satz 3.41. Es sei (M,g) eine Rahmen-homogene R-Mannigfaltigkeit mit dim M > 2.
Dann:

(a) wenn (M, g) einfach zusammenhingend ist, ist (M, g) entweder (R™, grn) oder (S}, gsr),
oder (H', gny);

r

(b) wenn (M, g) nicht einfach zusammenhdngend ist, dann ist (M, g) = (RP}, grpn ), wobei
grer durch die folgende Eigenschaft charakterisiert ist: es gilt v*grpr = gsn, wobei
t: S — RP} die Quotientenabbildung ist.

Wir werden spéter (a) zeigen. Wer interessiert ist, kann (b) im Theorem 3.1 von [Ko-
bayashi, Transformation Groups in Differential Geometry, 1972] finden.

Wir lassen hier offen die Frage der Klassifikation von homogenen PR-Mannigfaltigkeiten
(M, g). Wir machen nur die folgende Bemerkung. Wir schreiben G' = Iso(M,g) und H =
Iso, (M, g) fiir ein p € M. Dann ist H eine abgeschlossene Lie-Untergruppe von G. Nach
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Bemerkung [3.63pesitzt G/H die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit, sodass wir eine
glatte Linkswirkung von G' auf G/H haben:

G x (G/H), (71,72 H) = 117 H.
Dann haben wir einen Diffeomorphismus
F:G/H — M, vH — ~(p)

wobei die Surjektivitdt genau von der Homogenitét von (M, g) gewéhrleistet wird. Der
Diffeomorphismus F' ist equivariant beziiglich der Linkswirkungen von G auf G/H und M:

F(y17H) =1 (F(vH)), Vv, 7 € G.

Daher ist der Pullback F*g eine PR-Metrik auf G/H, welche Invariant durch die Links-
wirkung von G auf G/H ist. Umgekehrt kann man nun mit einer Lie-Gruppe G und eine
abgeschlossene Lie-Untergruppe H anfangen und nach einer G-invarianten PR-Metrik auf
G/H suchen. Wir sehen daher, dass die Theorie der homogenen PR-Mannigfaltigkeit eine
enge Verbindung mit der Theorie der Lie-Gruppen besitzt.

3.5 1-dimensionale PR-Mannigfaltigkeiten und regulire Kurven

Eine sehr interessante Frage ist zu verstehen, wann eine globale isometrische Immersion
F : (N,gn) — (M, gn) existiert oder zumindest eine lokale Immersion F' : (U, gy|v) —
(M, gar) von einer kleinen Umgebung U von p € N. Eine notwendige Bedingung ist, dass
o4(gn) < 04(gy) und o0_(gn) < 0_(gp) Die Idee ist nun, dass wenn o, (gn) — 04 (gn)
(bzw. o_(gn) — 0—(gn)) klein beziiglich o4 (gn) (bzw. 0_(gn)) ist, dann gibt es Hinder-
nisse zu der lokalen Existenz, die durch die intrinsische und extrinsische Kriimmung (zum
Beispiel, die so-genannte Gauf-Codazzi-Ricci Gleichungen wenn (M, gar) = (R™, g(o, o))
gegeben sind, und zu der globalen Existenz, die durch die Topologie gegeben ist (keine
isometrische Immersion von kompakten nichtpositiven gekriimmten Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten als Hyperflichen in den euklidischen Raum).

Wenn dagegen o4 (gy) — 04 (gn) und o_(gar) — 0—(gn) groB beziiglich o, (gy) und
o_(gn) sind, dann haben wir genug Platz in M, um N innerhalb M zu aufwickeln.

Das Hauptresultat fiir lokale analytische Einbettungen in pseudo-euklidischen Raum
wurde von Friedman als Verallgemeinerung des Satzes von Janet-Cartan im Riemannschen
Fall formuliert.

Satz 3.42 (Friedman). Es sei (N, g) eine analytische PR-Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Dann existiert fiir jedes p € N eine analytische isometrische Einbettung

F: (UaglU) — (Rdl’d2>ng17d2)

von einer Umgebung U von p, wenn dy + dy = @ und dy > 04(g), do > o_(g).
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Das Hauptresultat fiir globale Einbettungen im Riemannschen Fall wurde von Nash
bewiesen.

Satz 3.43 (Satz der glatten globalen isometrischen Einbettung von Nash). Es sei (N, g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann existiert eine isometrische
Einbettung F : (N, g) — (R?, gga), wobei d = max{@, @ +5}.

Wir wollen nun die Existenz von isometrischen Immersionen (N, gn) — (M, gar) fiir
den Fall dim N = 1 untersuchen.

Satz 3.44. Es sei g eine PR-Metrik auf einem Intervall (to,t1). Es existiert ein Diffeo-
morphismus F : (s, s1) — (to, t1), sodass F*g = +ds®. Wenn F : (30,51) — (to, 1) ein
weiterer Diffeomorphismus mit dieser Eigenschaft ist. Dann ist F~' o F(s) = s+ ¢ fir
ein ¢ € R, wobei das Vorzeichen davon abhingt, ob F und E orientierungserhaltend oder
umkehrend sind.

Es sei weiter g eine PR-Metrik auf R/Z. Dann existiert a > 0 und ein Diffeomor-
phismus F : R/aZ — R/Z, sodass F*g = +ds®. Der Diffeomorphismus ist bis auf eine

Verschiebung oder Spiegelung von R/aZ eindeutiq.

Beweis. Wir betrachten hier nur den Riemannschen Fall. Es existiert h : (tg,t1) — (0, 00),
sodass g = h2dt? = (hdt)?. Die intuitive Idee ist eine Funktion s zu finden, sodass ds = hdt,
also h = %. Wir nehmen ¢, € (to, ;) und definieren

s: (to,t1) = R, s(t) = /th(t’)dt’.

Dann gilt % = h > 0, sodass s ein Diffeomorphismus auf das Bild ist. Nun s*geg =
(4)24¢2 = h2d#? = g. Dann setzen wir F' = s~'. Wenn I eine weitere Abbildung mit
F*g = d3? ist, dann gilt 0*d5? = ds?, wobei 0 := F'~! o ['. Wir wissen aber, dass 0*d3? =
(92)2ds®. Daher gilt 92 = 1 oder 42 = —1. Die Lésungen dieser Differentialgleichung sind
genau die Funktionen +s + c.

Es sei nun g eine R-Metrik auf R/Z. Wir betrachten den Pullback 7*¢ durch 7 : R —
R/Z. Es existiert dann i : R — (0, 00), sodass 7*g = h?dt®. Die Funktion h ist 1-periodisch

(warum?) und wir setzen a := fol h(t)dt. Wir definieren
t
s:R—R, s(t) = / h(t")dt'.
0

Dann ist s ein monoton wachsender Diffeomorphismus mit s(t + 1) = s(t) + a fiir alle
t € R wegen der Periodizitéit von h und der Definition von a. Wir bekommen einen Diffeo-
morphismus § : R/Z — R/aZ im Quotienten. Wie der Beweis weiter geht, sollte nun klar
sein. [

Bemerkung 3.45. Der obige Satz zeigt, dass alle PR-Metriken auf 1-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten lokal isometrisch zu +ggr sind. Global unterscheiden sich die Metriken auf
offenen Intervallen in drei Fallen:
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® 5o = —oo und s; = 400;
e 5o = —oo und s; endlich oder sy endlich und s; = +o00;

e 59 und s; endlich. Hier wird die Metrik von der gesamten Lénge a := s; — sg bis auf
Isometrien bestimmt.

Fiir eine Metrik auf R/Z ist die gesamte Liange a die einzige globale Invariante. A

Wir kénnen nun Satz benutzen, um den Fall von Kurven in PR-Mannigfaltigkeiten
betrachten.

Satz 3.46. Es sei (M,g) eine PR-Mannigfaltigkeit und ~ : (to,t1) — eine raumartige
oder zeitartige Kurve. Dann existiert eine orientierungserhaltende Umparametrisierung ¢ :
(S0,51) = (to, t1), sodass g(0,0) = £1, wobei § = ~ o . Also 6*g = +(ds)2. Wenn @ eine
weitere Umparametrisierung mit dieser Eigenschaft ist, dann ¢~ o o(s) = s + c.

Beweis. Da 7 raumartig oder zeitartig ist, ist v*¢ eine PR-Metrik auf (¢o,¢). Wir wenden
Satz an und finden eine Umparametrisierung ¢ : (So,s1) — (to,t1) mit +ds* =
©*(v*g) = (v 0 p)*g. Wir setzen 6 = 7 o ¢. Nach Definition des Pullbacks gilt §*g =
g(6,6)ds?. Es folgt, dass g(0,0) = %1. O

Wir geben dann die folgende Definition fiir Kurven in Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Definition 3.47. Eine stiickweise glatte Kurve 7 : [to, 1] — (M, g) hat konstante Ge-
schwindigkeit, wenn || is konstant. Wenn |§| = 1 gilt, sagen wir genauer, dass 7 nach der
Bogenlénge parametrisiert ist. A

Folgerung 3.48. Jede stickweise Immersion v : [to,t1] — (M, g) besitzt eine orientie-
rungserhaltende Parametrisierung § : [sg, s1] — (M, g) nach der Bogenlinge. Diese Para-
metrisierung ist eindeutig bis auf Verschiebung des Definitionsintervalles. Insbesondere gibt
es eine eindeutige Parametrisierung € : [to,t1] — (M, g) mit konstanter Geschwindigkeit.

[

3.6 Verzerrte Produkte

Es seien (M, gpr) und (N, gn) zwei PR-Mannigfaltigkeiten. Wir wollen nun eine Metrik auf
dem Produkt M x N definieren. Wir erinnern uns daran, dass

T(M x N)= P (TM) @ Pr,(TN),
wobei m1 : M x N — M und 7y : M x N — N die kanonischen Projektionen sind. Anders

gesagt gilt
TipgM x N=T,M @ T,N, V(p,q) € M x N.
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Definition 3.49. Das Produkt der PR-Mannigfaltigkeiten (M, gas) und (N, gy) ist

(M x N,gm + gn), gu + gy = Pry(gur) © Pry(gn).

Das verzerrte Produkt von (M, gys) und (N, gn) mit Basis M und verzerrende Funktion
A M — (0,00) ist

(M x N,gar +XNgn),  gu + N9y = Pr(911) & (Ao m1)*Pry(gn))-

Also stehen alle Untermannigfaltigkeiten M x {¢} und {p} x N orthogonal zueinander. Die
Einschrinkung von gy + Mgy auf M x {q} ist gleich g); wihrend die Einschrinkung auf
{p} x N ist die skalierte Metrik A\*(p)gy-. A

Beispiel 3.50. Der flache Raum (R7+7~, ggoy.o- ) ist das Produkt von (R74+74— ggo o1, )
und (R72+92- gpoa 02— ), wobel 04 =014 + 09+ und 0_ =07 _ + 0y _. JAN

Beispiel 3.51. Es sei v = (r,2) : (a,b) — (0,00) X R eine Kurve mit |(0)|cux = 1. Wir
betrachten die von ~y erzeugte Revolutionsfliche I': (a,b) x R/27Z — R3

(0, ¢) = ((cos¢) - 7(0), (sing) - r(6), 2(0)),  V(6,9) € (a,0) x 5—

Wir betrachten die Riemannsche Metrik I gey, auf (a,b) x R/27Z:
I Gour = d0? + 7(6)*dep*.

Also ist ((a,b) X 5, I geur) das verzerrte Produkt zwischen ((a, b),d#?) und (R/27Z, d¢?)

PYyAl
mit Basis (a,b) und verzerrende Funktion r. A

Beispiel 3.52. Im Beispiel haben wir R?+7- als Produkt betrachtet. Wir kénnen aber
auch R7+7- als verzerrtes Produkt auf bestimmten offenen Mengen schreiben. Wir setzen
Ny = Q(_01+ U_)(jzl), wobel Qo) : R7+7= — R die zu gre+o- assoziierte quadratische

Form darstellt. Wir setzen RZ7™ := {+Q(,, »_) > 0} und betrachten den Diffeomorphis-
mus

F:(0,00) x Ny — R, F(r,p)=1-p.
Dann gilt
F*gposo = +dr? +rigy,,
wobei gy, die Einschrénkung von gge+.o- auf Ny ist. A

Beispiel 3.53. Im Blatt 2 sehen wir, dass auch die R-Mannigfaltigkeiten (R™ \ {0}, ggn),
(SP\A{rent1, —rensa}, gsr) und (H*\ {re,q1}, gur) als verzerrtes Produkt durch Polarko-
ordinaten geschrieben werden koénnen. A
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Beispiel 3.54. Es sei S""!(p) C R" die euklidische Sphiire mit Radius r und Mittelpunkt
p. Wir definieren die Inversion o : (R™\ {p}, grn) = (R™\ {p}, grn) an der Sphire S~ (p)
wie folgt. Fiir ¢ € R™\ {p} ist o(q) der einzige Punkt auf der Halbgerade mit Ursprung p
und Richtung q — p, sodass |¢ — p| - |o(q) — p| = . Schreiben Sie ¢ in Polarkoordinaten
um p und zeigen Sie, dass ¢ konform ist.

Im Beispiel haben wir viele konforme Abbildungen o : (U, ggn) — (R™, ggn) fiir
U C R" offen und n = 2 konstruiert. Ein Satz von Liouville (siche Theorem 5.2 in [do
Carmo, Riemannian Geometry|) dagegen besagt, dass fiir n > 2 die einzige konforme
Abbildungen Verkettungen von Streckungen, Isometrien und Inversionen sind. A

3.7 PR-Submersionen

Verzerrte Produkte sind einfache Beispiele von PR-Submersionen, die wir als dual von PR-
Immersionen betrachten kénnen. Bevor wir die Definition geben, erinnern wir uns daran,
dass wenn F' : M — N eine Submersion ist, dann haben wir die vertikale Distribution
p+— YV, =kerd,FF = T,F~*(q), wobei ¢ = F(p) gilt. Wenn nun gy, eine PR-Metrik auf
M ist, sodass fiir alle ¢ € N die Faser F~'(¢) PR-Untermannigfaltigkeiten sind, dann
kénnen wir die horizontale Distribution H := V+ definieren, sodass TM = H @ V gilt und
dpFly, : Hp = Ty N ein linearer Isomorphismus fiir alle p € M ist.

Definition 3.55. Eine Submersion F' : (M, gp) — (N, gn) zwischen PR-Mannigfaltigkeiten
heiffit PR-Submersion, falls

1. fiir alle ¢ € N die Faser F~!(q) PR-Untermannigfaltigkeiten sind,

2. fiir alle p € M die Einschrankung d,F|y, : H, — Trp)N eine lineare Isometrie
zwischen gysly, und QN’TF(Z,)N ist:

gy (v1,v2) = gn(dpF - vy, dp F - v9), Vo, ve € H,y. A

Bemerkung 3.56. Lokale Isometrien sind PR-Submersionen. Ein verzerrtes Produkt gibt
uns eine PR-Submersion durch die kanonische Projektion (M x N, gar +A2gn) — (M, gar).
A

Um PR-Submersionen zu konstruieren, brauchen wir einen Hilfssatz.

Hilfssatz 3.57. Es sei F : M — N eine Submersion und g eine PR-Metrik auf M, sodass
alle Fasern von F PR-Untermannigfaltigkeiten sind. Dann existiert fiir alle Vektorfelder
X auf N eindeutig einen Schnitt X™ von H, welcher F-verwandt mit X ist: dF - X" = X,

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Wenn X} und X} die gewiinschte Eigenschaft
haben, gilt X7(p) = (d,F|y,) ' X (F(p)) = X3*(p). Um die Existenz zu zeigen, miissen wir
beweisen, dass X™(p) 1= (d,F|u,) ' X(F(p)) glatt ist. Wir behaupten, dass ein glattes
Vektorfeld X auf einer Umgebung Uy, von p existiert, welches F-verwandt mit X| F(Unr)
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ist. Wenn das stimmt, betrachten wir die glatte Zerlegung X = XY + X™ im vertikalen
und horizontalen Teil. Dann:

X|pwy =dF - X =dF - (XY + X") =0+ dF - X"

Es folgt, dass X™|y,, = XM glatt ist. Wir beweisen nun die Behauptung. Da F eine
Submersion ist, existieren Karten (x,y) : Upyy — R* X R™ ™ von M um p und z : F(Uy) —
R™ von N um F'(p), sodass wir die Koordinatendarstellung F'(z,y) = = haben. Es existieren
dann glatte Funktionen X', ... X" : F(Uy) — R, sodass X = Y. X'0... Das Vektorfeld
X =3,(X" 0 F)d,: besitzt dann die gewiinschte Eigenschaft:

GF - X (p) = D X (F(p))dyF - O rp = X(F(p). O

Wir wissen aus der Differentialgeometrie 1, dass Submersionen durch Quotienten von
Gruppenwirkungen entstehen kénnen. Wir haben auf dieser Weise die Submersionen R" —
T" := R"/Z" und K"\ {0} — KP" := (K" \ {0})/(K\ {0}) fiir K = R, C definiert.
Hier wirkt Z™ auf R™ durch Verschiebungen und K\ {0} auf K"\ {0} durch Skalarmul-
tiplikation.

Die Idee ist nun, dass wenn die Gruppe durch Isometrien einer Riemannschen Metrik
wirkt, dann koénnen wir diese Metrik auf den Quotienten verschieben. Wéhrend Z" eine
Untergruppe von Iso(R", ggn ) ist, ist K\ {0} keine Untergruppe von Iso(K", gg» ). Zu diesem
Zweck betrachten wir die alternativen Submersionen (warum sind dies Submersionen?)

S" — RP" = 5"/S°,  §2H— CP" = $*H/ 81,

wobei SY & Z /27 die von der antipodalen Abbildung p — —p erzeugte Gruppe ist und S*
die von der komplexen Skalarmultiplikation S' x S2"t1 — §2n+l (X p) — X . p, erzeugte
Gruppe ist (hier betrachten wir S' C C und S$?"*! € C*™!). Nun ist S° eine Untergruppe
von Iso(S™, ggn) und S eine Untergruppe von Iso(S?"*! ggen+1). Wir sind nun motiviert
das folgende Resultat zu beweisen.

Satz 3.58. Es sei (M, gy) eine PR-Mannigfaltigkeit und = : M — N eine Submersion,
deren Fasern PR-Untermannigfaltigkeiten sind. Es sei G eine Untergruppe von Iso(M, gar),
sodass

(a) mo~y = fir alley € G gilt;
(b) fir alle p1,ps € M mit m(p1) = 7(p2) ein v € G mit g - py = py existiert.

Dann gibt es eine PR-Metrik gy auf N, sodass 7 : (M, gyr) — (N, gn) eine PR-Submersion
15t.

Beweis. Fiir g € N setzen wir
(9n)q = ((dpmla,) ") "glae, -
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Wir behaupten, dass die Definition nicht von p abhingt. Es sei p’ € 77!(q). Nach Voraus-
setzung existiert 7 € G mit y(p) = p’ und 7 oy = m. Wir nehmen das Differential davon
und bekommen

dym - dpyy = d,m. (3.6)
Daher gilt d,7(V,) = V)y. Day eine Isometrie ist, folgt, dass d,y(H,) = Hpy und (dpy)*glu, =
9ln, gilt. Wir schlielen aus (3.6) auf die Identitit d,m|s, = dymls, - dyyla,, sodass
((dple,) ™) gl = (dpyl, - Ayl ) gl = (Aol )" (doli) gl
= (dp,ﬂ-l,;li/)*g|Hp/ .

Wir zeigen nun, dass gy um ¢ € N glatt ist. Zu diesem Zweck nehmen wir einen Rahmen

e, ...,e, auf einer Umgebung U von ¢ und betrachten die horizontalen Hochhebungen
el ... e Wenn U klein genug ist, existiert ein lokaler Schnitt von 7 {iber U. Das ist eine

Einbettung o : U — M, sodass m o ¢ = idy. Dann sind die Funktionen
(9n)i5 = (gn) g (eir €5) = (gar)o() (el €1)
glatt fiir alle i, j = 1,...,n und daher ist auch gy = >, .(gn)ije’ ® €/ glatt. O

Folgerung 3.59. Es gibt Metriken auf R™/Z"™, RP" und CP", sodass die Quotientenab-
bildungen (R™, ggn) — R"/Z"™, (S™, gsn) — RP™ und (S**~1, ggon-1) — CP" Riemannsche
Submersionen sind. O

Bemerkung 3.60. Die Metrik gcpn auf CP", fiir die (52" !, ggzn-1) — (CP", gcpn) eine
PR-Submersion ist, heifit Fubini-Study Metrik. Sie spielt eine wichtige Rolle in der kom-
plexen und Kéahler Geometrie. A

3.8 Quotienten

Ein wichtiges Beispiel, wobei eine Untergruppe G von Iso(M, g5s) die Bedingungen (a) und
(b) im Satz erfiillt, ist wenn N der Quotient der Wirkung von G auf M ist, sodass
m: M — M/G die Quotientenabbildung ist. In diesem Fall muss man aber etwas von der
Wirkung von G verlangen, weil sonst der Quotient nicht Hausdorffsch ist und auch keine
glatte Struktur besitzt.

Definition 3.61. Es sei G x M — M, (vy,p) — 7 - p eine glatte Linkswirkung einer
Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M. Die Linkswirkung ist

(a) frei, wenn fir alle (v,p) € G x M die Implikation v -p =p = v =id gilt;
(b) eigentlich, wenn die Abbildung
AiGXM—=MxM,  (v,p) (v pp)

eigentlich im topologischen Sinn ist. Das heifit: Urbilder von kompakten Mengen sind
kompakt. A
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Bemerkung 3.62. Wir behaupten, dass die Wirkung automatisch eigentlich ist, wenn
G kompakt ist. Es sei dafir K € M x M kompakt, dann A\™'(K) C G x mo(K), wobei
o M x M — M die Projektion auf den zweiten Faktor ist. Dann ist G x m(K) und
daher \7'(K) kompakt. A

Bemerkung 3.63. Es sei GG eine Lie-Gruppe und H C G eine Lie-Untergruppe. Dann ist
H x G — G, (h,y) = h -~ eine freie Linkswirkung. Wir behaupten, dass die Wirkung
auch eigentlich ist, falls H abgeschlossen ist. Es sei dafiir K C G x G kompakt. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit ist K = Ky x K, fir K, Ky C G kompakt (warum?). Es
sei (h,7) € ™YK, x Ky). Dann v € Ky und h-v € K. Es folgt, dass h € K;-K, . Als Bild
der kompakten Teilmenge K; x K, ' durch die Gruppenverkniipfung G' x G — G ist die
Menge K- K, ' kompakt in G. Da H abgeschlossen in G ist, ist (H N (K; x K;')) kompakt
in H. Dann gilt A\™'(K; x Ky) C (HN(K; x K;')) x Ky und deshalb ist A™1(K; x K3)
kompakt wie gewiinscht. A

Bemerkung 3.64. Es sei G x M — M eine Linkswirkung einer Gruppe durch Diffeomor-
phismen, wobei wir noch keine Topologie auf G setzen. Dann erzeugt G mit der diskreten
Topologie eine freie und eigentliche Linkswirkung genau dann, wenn die folgenden zwei
Eigenschaften gelten:

(a) jedes p € M besitzt eine Umgebung U, sodass (y-U)NU = ) fiir v # id gilt;

(b) fiir alle p,p’ € M, sodass p' ¢ G - p gilt, existieren Umgebungen U von p und U’ von
P/, fiir die (v - U) N U’ = fiir alle vy € G gilt.

Ein Beweis davon ist in Theorem 21.11 von [Lee, Introduction to Smooth Manifolds].

Es ist leicht zu sehen, dass alle freien Wirkungen von endlichen Gruppen, Bedingungen
(a) und (b) erfiillen. A

Wir kommen nun zu dem Hauptsatz iiber Quotienten durch freie und eigentliche Wir-
kungen. Wir brauchen dafiir die Definition von PR-Uberlagerung, eine spezielle Art von
surjektiver lokaler Isometrie.

Definition 3.65. Eine PR-Uberlagerung 7 : (M, gys) — (N, gn) ist eine Uberlagerung,
die auch eine lokale Isometrie ist. A

Satz 3.66. Es sei (M, gy) eine PR-Mannigfaltigkeit und es sei G x M — M eine glatte,
freie und eigentliche Linkswirkung einer Lie-Gruppe G auf M durch Isometrien von gy;.
Dann gilt:

(a) M/G ist eine glatte Mannigfaltigkeit und m: M — M/G eine glatte Submersion;

(b) falls die Fasern von m PR-Untermannigfaltigkeiten sind, dann existiert eindeutig eine
PR-Metrik gaq auf M/G, sodass w: (M, gn) — (M, guyc) eine PR-Submersion ist.

(c) falls G die diskrete Topologie besitzt, ist die Submersion eine normale PR- Uberlagerung
mit Deckgruppe G = G().
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Beweis. Der Beweis von (a) ist Theorem 21.10 in (Lee, Introduction to smooth manifolds).
Punkt (b) folgt nun aus Satz [3.58f Ohne Annahme von Punkt (a) werden wir im Blatt
3 mittels Bemerkung zeigen, dass 7 eine PR-Uberlagerung ist mit G C G(x). Die
Inklusion G(7) C G folgt nun aus der Transitivitét der Wirkung von G auf jeder Faser und
die Tatsache, dass Decktransformationen durch ihren Wert in einem Punkt vollig bestimmt
werden. ]

Beispiel 3.67. Nach Satz und Bemerkung ist es leicht zu priifen (und eigent-
lich haben wir es schon in DG1 heimlich gemacht), dass (S", gsn) — (RP", grpn) und
(R™, grn) — (R™/Z", grn jz») PR-Uberlagerungen sind. A

Beispiel 3.68. Die Uberlagerung S — RP? ist #iquivalent zu der Uberlagerung SU(2) —
SO(3), die eine wichtige Rolle in der Physik spielt. Wir haben némlich den Diffeomorphis-
mus

b«

Mit dieser Identifikation ist RPP? der Quotient von SU(2) durch die Untergruppe {#id} C
SU(2). Wir bemerken nun, dass SU(2)/{=£id} Diffeomorph zu SO(3) ist. Wir betrachten

R?’gM::{(a _Z) ((a,z)eRxcc}.

§% 2 SU(2) = {A - <0‘ ‘_ﬁ) ( (@, B) € S° C <c2}.

z a

Dann fiir alle A € SU(2) bekommen wir F(A) : M — M mittels F(A)(B) = ABA™!.
Durch die Identifizierung R® = M gilt F(A) € SO(3). Dann F : SU(2) — SO(3) ist ein
glatter Homomorphismus mit ker F' = {£id} und F(SU(2)) = SO(3). Es folgt, dass die
Quotientenabbildung F : SU(2)/{+id} — SO(3) ein Diffeomorphismus ist. A

Beispiel 3.69. Wir konnen Quotienten von R™ mit diskreten Gruppen von Verschiebungen
nehmen, die verschieden von Z"™ C R" sind. Ein Gitter I' C R” ist eine additive Unter-
gruppe von R”, welche von einer Basis von R"™ aufgespannt ist. Dann geniigt die Wirkung
von I auf R™ durch Verschiebungen den Bedingungen in Bemerkung da ein linearer
Isomorphismus A : R” — R™ mit A(Z") = I existiert.

Nach Satz ist R* — R"/T" eine normale PR-Uberlagerung. Die Riemannsche
Mannigfaltigkeit R™/T" ist wieder diffeomorph zum Torus mittels der Quotientenabbildung
A :R"/Z" — R"/T und lokal isometrisch zu (R", ggn). Zwei solche Tori R/T"; und R/T
sind aber nicht unbedingt isometrisch. Das passiert genau dann, wenn A € O(n) existiert
mit I'y = A(I";), sieche Theorem 2.23 in (Gallot—Hulin-Lafontaine, Riemannian Geometry)
und Blatt 3. A

Bemerkung 3.70. Nicht alle surjektiven lokalen Isometrien sind PR-Uberlagerungen. Man
kann zum Beispiel ((0,3/2), gr1) = (R/Z, gr/z), p — p + Z nehmen. A

Bemerkung 3.71. Es seien p; : (Ml,gl) — (My,¢91) und ps : (Mg,f]z) — (M3, g2) PR~
Uberlagerungen. Es sei F' : My — M, eine glatte Abbildung. Es sei angenommen, dass F'
eine glatte Hochhebung F' : M; — M, besitzt. Eine stetige Hochhebung mit F(p1) = po
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existiert genau dann, wenn (F o pl)*(ﬂl(Ml,ﬁl)) C (pg)*wl(MQ,ﬁQ). Da p; und p, lokale
Diffeomorphismen sind, ist die Hochhebung auch glatt.
Wir behaupten, dass 3
Frgo=g91 <= F'g2=0.
Wir haben F*§, = F*pggz =piF*gs. Wenn F*gy = ¢ gilt, folgt es, dass F*gy = Pl = 1.
Wenn andersrum F*§, = g1, dann folgt § = p*(F*g,). Da gy das einzige Tensorfeld auf
M ist, fiir das g1 = pjgr gilt, finden wir, dass F*gs = ¢. A

Bemerkung 3.72. Wir kénnen die obige Bemerkung an F' : M — M in der Deckgruppe
G(p) einer PR-Uberlagerung p : (M,j) — (M,g) anwenden. Da F eine Hochhebung
von idy; € Iso(M, g) ist, folgt es, dass F € Iso(M, §). Wir behaupten, dass G(p) frei und
eigentlich wirkt. Dafiir betrachten wir eine offene Menge W C M, sodass 7~ (W) = Uie;U;
mit 7|y, : U; — W Diffeomorphismus. Dann fiir alle ¢ € I und v € G(p) existiert i, €
I, sodass v : U; — U, ein Diffeomorphismus ist. Mit dieser Information ist einfach zu
beweisen, dass die Bedingungen in Bemerkung gelten.
Dann bekommen wir ein kommutatives Diagramm

|

(M, g)

Die Abbildung p ist eine surjektive lokale Isometrie. Sie ist injektiv (und daher eine Isome-
trie) genau dann, wenn p normal ist. Das heifit: G(p) wirkt transitiv auf jeder p-Faser. A

Bemerkung 3.73. Es sei eine PR-Mannigfaltigkeit (M, g) gegeben. Wir wollen nun PR-
Uberlagerungen p : (M ,p*g) — (M, g) definieren eine definieren, M ein topologischer
Raum und 7 : M — M eine topologische Uberlagerung. Nach Proposition 4.40 von (Lee,
Introduction to smooth manifolds) gibt es eine eindeutige glatte Struktur auf M, sodass
p : M — M ein lokaler Diffeomorphismus ist. Es folgt, dass p : (M,p*g) — (M, g) eine
PR-Uberlagerung ist. A

Um diesen Kapitel iiber Konstruktionen von PR-Mannigfaltigkeiten abzuschlieen, ma-
len wir eine Skizze der verschiedenen Arten von Abbildungen zwischen solchen Rdumen.
Die in schwarz geschriebenen Mengen entstehen als Schnittmengen der in Farben geschrie-
benen Mengen. Zum Beispiel sind surjektive lokale Isometrien gleichzeitig isometrische
Immersionen und PR-Submersionen.
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Die verschiedenen Arten von Abbildungen zwischen PR-Mannigfaltigkeiten.

4 Geodatische

Wir kommen nun zu der Existenz von minimierenden Kurven in Riemannschen Mannig-
faltigkeiten zuriick. Wir haben gesehen, dass die minimierenden Kurven im euklidischen
Raum die Geradenstiicke sind. Die Parametrisierung von konstanter Geschwindigkeit eines
Geradenstiickes zwischen p und ¢ in R" ist durch ¢ — v(t) = p+1¢ - v mit v := ¢ — p und
t € [0, 1] gegeben. Also sind Geradenstiicke auch die einzigen Kurven, deren Parametrisie-
rung mit konstanter Geschwindigkeit der Gleichung

d .
&7(75) =0

geniigt. Also hat 7 einen konstanten Geschwindigkeitsvektor.

Wir wollen nun eine solche Gleichung auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten definieren.
Zu diesem Zweck bemerken wir, dass 7 ein Vektorfeld entlang ~ ist. Das heifit, dass 7 ein
Schnitt des Pullbackbiindels "TR™ ist. Wir haben auf TR™ die triviale kovariante Ableitung
V(> X'0y,) := >, dX"®0,:. Dann gilt nach Definition der Pullback kovariante Ableitung
Y

W/V&s':)/ = Z'yl(t)axz 7.
Also ist die obige Gleichung dquivalent zu

TV, = 0. (4.1)
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Die Gleichung sagt uns, dass der Geschwindigkeitsvektor ein paralleles Vektorfeld entlang
v ist und ergibt Sinn auf allen Riemannschen-Mannigfaltigkeiten (M, g), sobald wir eine
kovariante Ableitung V festlegen.

Wir wissen aber, dass es eine Fiille kovarianter Ableitungen auf einem Vektorbiindel
gibt. Wir werden dagegen im Satz sehen, dass nur fiir eine bestimmte kovariante
Ableitung auf T'M, die sogenannte Levi-Civita Ableitung, die Losungen von genau
die lokal minimierenden Kurven mit konstanter Geschwindigkeit sind.

Definition 4.1. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine stiickweise Im-
mersion v : [to, 1] — M heifit lokal minimierend, wenn fiir alle ¢ € [to, ;] ein Intervall
(t —€,t 4 €) um t existiert, sodass

dg(7(5),7(5")) = Lg(Vljs,57) Vs,se(t—et+e), s<s. (4.2)
A

Bemerkung 4.2. Lokal minimierend zu sein ist eine Eigenschaft, die nicht von der Pa-
rametrisierung abhingt. Auflerdem ist sie dquivalent zur folgenden Bedingung: fiir alle
t € [to, 1] existieren s,s" € [to, 1], sodass | ¢ minimierend ist, wobei s < t < &', falls
t € (to,t1), s=t< s, fallst =tound s <t =¢falls t =¢;. VAN

Bemerkung 4.3. Wir haben hier vorausgesetzt, dass v eine stiickweise Immersion ist,
weil schon in (R™, ggn) stiickweise glatte Kurven existieren, fiir die (4.2]) gilt aber sie sind
nicht orientierungserhaltende Reparametrisierungen von einem Geradenstiick. Man nehme
zum Beispiel 7 : [0, 3] — R mit

t fur t € [0, 1],
y(it) =<1 fir t € [1,2], A
3—t firtel2,3]

Die Levi-Civita Ableitung wird durch zwei Eigenschaften bestimmt: die Erhaltung der
Metrik g und die Symmetrie.

4.1 Kovariante Ableitungen auf pseudoorthogonalen Biindeln

Definition 4.4. Essei (F, g) ein pseudoorthogonales Vektorbiindel. Wir schreiben kA(E, g)
fiir die Menge der kovarianten Ableitungen V, welche die Metrik g erhalten. Diese haben
die Eigenschaft

Vg=0e€T'(T"M ® E* ® E*),

wobei V die induzierte kovariante Ableitung auf £* ® E* aus Satz 9.44 von DG1 ist. A

Hilfssatz 4.5. FEs gilt V € kKA(FE, g) genau dann, wenn

d(g(el, 62)> = g(Vey,e3) + g(er, Vea), Vep,es € T(E). (4.3)
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Wenn V', V? € KA(FE, g) sind, dann ist die Differenz V*—V!' € I'(T*M ® End,(FE)). Hier
bezeichnet End,(E) das Unterbiindel der g-antisymmetrischen Elemente von End(E):

A€Endy(E), <= 0=g,(A-e€)+gyle;A-€), Vpe M, Ve, e € E,.
Insbesondere ist kA(V, g) ein affiner Raum mit assoziertem Vektorraum I'(T* M ®End,(E)).

Beweis. Die kovariante Ableitung V gehort zu kA(E, g) genau dann, wenn (Vg)(eq, e2) =0
fir alle ey, e5 € I'(E). Wir haben nach Satz 9.44

(Va)(ere2) = Ot o O (Vo) @ e @ )
= 0011<V(g®61 Dey) —g® (Ve)Rey—g@e @ (Veg))
=V(CloClg@er®e)) —g(Ver,e) = gler, Veo)
= d(glere2)) = g(Ve,ez) = glex, Vea).

Die Aussage iiber V? — V! folgt, wenn wir (4.3)) jeweils fiir V! und V? voneinander sub-
trahieren. [

Folgerung 4.6. Es sei (E,g) ein pseudoorthogonales Vektorbiindel, V € kKA(E) und
€1,...,ey ein globaler Rahmen fir E. Es seien G und V = d + w die Darstellungen von g
und von V beziglich dieses Rahmens. Dann gilt V € KA(E, g) genau dann, wenn

Wenn der Rahmen orthonormal ist, lisst sich diese Bedingung als
0= (5(J+7U*) . W)T + 5(04707) Cw

umschreiben. Wenn g positiv definit und eq, ..., e, orthonormal ist, bedeutet das, dass w
antisymmetrisch ist.

Beweis. Wir schreiben die Gleichung (4.3) dgi; = ¢(Ve;, e;) + g(e;, Ve;) mit Hilfe der
Formel Ve, = Y, whey fiir £ =4, j um:

dg;; = Z(gkjwf + griw}).
k

Das ist der (i, j)-Eintrag der Matrixgleichung (4.4)). O

Bemerkung 4.7. Nach dem obigen Satz ist die kovariante Ableitung V = d beziiglich
eines globalen orthonormalen Rahmen ein Element von kA(V, g). Da lokale orthonormale
Rahmen immer existieren und da kA(V, g) ein affiner Raum ist, bekommen wir aus einem
Argument, das sehr dem Argument in Satz 9.3 in DG1 dhnelt, dass kA(V, g) nicht leer ist.
Daher ist kA(V, ¢g) in Bijektion mit I'(7*M ® End,(E)). A
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Wenn (E, g) pseudoorthogonal ist, dann ist auch © E, g o F' pseudoorthogonal. Es gilt
VEKA(E,g9) = 'VekA(FE goF)
Folgerung 4.8. Es sei V € KA(FE, g) und o1, 09 zwei V-parallele Schnitte auf einer offenen
zusammenhdingenden Menge U C M. Dann ist g(o1,09) : U — R konstant. Insbesondere

(a) wenn ey, ..., e, ein V-paralleler Rahmen auf U ist und ein p € U existiert, sodass
e1(p),...,en(p) eine orthonormale Basis fir E, ist, dann ist e1,. .., e, ein orthonor-
maler Rahmen.

(b) wenn 7 : [to,t1] = M eine stickweise glatte Kurve ist, dann gilt
Gr(to) (U1, U2) = gyer)(Po un, Plyu), Vg, ug € By,
wobei Py« Eyuoy — Eyu,) die Parallelverschiebung entlang vy darstellt.

Beweis. Die rechte Seite von (4.3]) verschwindet fiir alle Paare von Schnitten aus einem
parallelen Rahmen. Daher gilt d(g(e;,e;)) = 0. Da U zusammenhéngend ist, folgt, dass
g(e;, e;) konstant ist. O

4.2 Torsion und Pullback

Wenn V € kA(T'M) ist, konnen wir die Antisymmetrisierung von V mit der Lie-Klammer
vergleichen. Die Torsion 7V € I'(T*M @ T*M ® TM) ist das Tensorfeld

™V(X,Y)=VxY -VyX - [X|Y], VX YecXM)

(siche Abschnitt 9.11 in DG1). Wir sagen, dass V symmetrisch ist, wenn 7V = 0. Das
Verschwinden von 7V auf dem Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — V ist gleich-
bedeutend mit der Bedingung Vj ;0,5 = Vy ;0,:. Das ist dquivalent zur Symmetrie der
Christoffelsymbole des Rahmens 0,1, ...,0,= in den unteren Indizes:

E ok .. .
wi; =wp, Vi k=1,...,m
(es kann aber wohl sein, dass wfj #+ wﬁ- fiir einen anderen Rahmen).

Allgemeiner kann man zeigen, dass wenn eq,...,e, ein beliebiger Rahmen mit dazu-

gehorigen Matrix der Zusammenhangsformen w. Dann gilt die Formel

n
Ti:dei+2w§Aej>

j=1
wobei 78 = ¢/(7V). Wenn wir den Spaltenvektor von 1-Formen e := (e!,...,¢") und den
Spaltenvektor von 2-Formen 7 := (7!,...,7") definieren, dann ldsst sich die obige Formel
als

T=de+wAe (4.5)
umschreiben.

Wir betrachten nun eine Abbildung F' : N — M und wollen eine Art Torsion fiir
kovariante Ableitungen auf 7'M definieren.

44



Definition 4.9. Es sei F' : N — M und V € kA(FTM). Wir definieren die Torsion
TV e (T*N @ T*N ® T M) von V als

T@(X, Y)=Vy(dF-Y)=Vy(dF-X)—dF-[X,Y], VX,YeX(N).
Wenn 7V = 0 gilt, sagen wir, dass V symmetrisch ist. A

Bemerkung 4.10. Wie fiir die Torsion einer kovarianten Ableitung auf T'M lisst sich
leicht priifen, dass der Ausdruck in der obigen Definition tatsédchlich C*°(N)-linear ist und
daher ist die Torsion ein Tensorfeld. A

Bemerkung 4.11. Wenn (U, (z',...,2")) eine Karte auf N ist, dann ist V symmetrisch
auf U genau dann, wenn

Vo, dF -0, =Vy dF - 0.,  Vij=1,....n A

Es sei V € KA(TM) und F' : N — M eine Abbildung. Dann betrachten wir das
Pullback-Tensorfeld F*7V € I'(T*N @ T*N ® T M), wobei

F(r9)p(w,0) = 7 (dpF - u,dpF -v),  ¥p €N, Yu,v € T,N.

Wir kénnen deshalb F*(7V) mit 7V vergleichen.

Satz 4.12. Fir alle Abbildungen F : N — M und kovariante Ableitungen V auf T M gilt

V= (V).
Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fiir alle Karten (Uy, (z',...,2™)) von N die Gleichung

N(B,,00) = 7V (AF - 0, dF - 8,5), Vi, j=1,...,n, (4.6)
gilt. Zu diesem Zweck koénnen wir annehmen, dass eine Karte (Uyy, (v, ...,y™)) existiert,

sodass F'(Uy) C Uy gilt. Dann wirkt das Differential von F als

0 OF% 0
dFf - — = ——oF.
ox’ p ox' JyF °

Deshalb ist die rechte Seite von (4.6]) gleich

Z OFF OF" OFF OF" ( 8 0 )

ox’ aiFy’y) Ozt dxi
Wir kiilmmern uns nun um die linke Seite von (4.6)):
(041, 00) = TV (AF - 0,5) — 'V (AF - 8,). (4.7)
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Wir erarbeiten den ersten Term

FV@ dF aﬂ ZF IzaFlioF:Z< O°F ioF—i—&—FlFV ,ioF)

OxJ Oyt 0x'0xi Oy Oxi % oy
O?F! OF! 0
B Z (axzaxa ay o b+ g Vara, ayl>
O?F! OF* OF! 0
- g o Y G gy
Ox' o’ 8y — Ox' Ox v oy

Wir setzen nun diese Identitdt und die mit ¢ und j umgetauscht in (4.7) ein und finden
mittels des Satzes von Schwarz iiber die Kommutativitdt von partiellen Ableitungen die
gewiinschte Gleichung. ]

4.3 Die Levi-Civita Ableitung

Wir sind bereit die Existenz und Eindeutigkeit der Levi-Civita Ableitung zu beweisen.

Satz 4.13 (Fundamentalsatz der PR-Geometrie). Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit.
Es gibt eine eindeutige symmetrische kovariante Ableitung ¥V auf TM, die g erhdlt, die
sogenannte Levi-Civita Ableitung. Fir alle Y € X(M) ist sie durch die Zerlegung in dem
symmetrischen und antisymmetrischen Teil

29(V.Y,:) = Lyg+d(bY) (4.8)
bestimmt, die die dquivalente Darstellung

29(VxY,2) = Lx(9(Y, 2)) + Ly (9(X, Z2)) = L2 (9(X.Y))

+9([X, Y], 2) — g([V, 2], X) — g(|X, Z],Y) (4.9)

fir X,Y,Z € X(M) hat. Wenn (z',...,2™) eine Karte ist, hat ¥V die Christoffelsymbole
1 m
wfj ) nge (aigjé + 0;9i — 8£92‘j)- (4.10)
=1

beziiglich der Karte (x',... ™) und des Rahmens Oy, ..., Opm.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit der Formeln und . Fir XY, 7 €
X(M) haben wir
Lx(9(Y,2)) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),
Ly(9(Z,X)) = 9(VyZ,X) + g(Z,Vy X), (4.11)
L7(g(X,Y))=9g(VzX,Y)+g(X,VzY).
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Wir haben drei Gleichungen aber sechs Terme auf den rechten Seiten, die unbekannt sind.
Wir benutzen daher die Symmetrie von V, um drei der Unbekannten wegzubekommen:

g<Y7 VXZ) = g(Y7 VZX) +g<Y7 [X7 Z])7
9(Z,VyX)=g(Z,VxY)+g(Z Y, X]),
g(X,V2Y)=g(Y,VyvZ) +g(X,[Z,Y]).

Wir setzen diese Gleichungen in (4.11]) ein:

Lx(g(Y,2)) =9(VxY, Z)+ g(Y,VzX) +g(Y,[X, Z])
£Y(9<Z’ X)) = g<sza X) —I—g(Z, VXY) + g(Z, [Ya X])a
L7(9(X,Y))=9(VzX,Y)+9g(Y,VyZ) + g(X,[Z,Y]).

Jetzt haben wir drei Gleichungen in drei Unbekannten (da g symmetrisch ist) und kénnen
das System losen. Wir summieren dafiir die erste und zweite Gleichung zusammen und
subtrahieren die dritte, um die Koszul-Formel zu bekommen. Das zeigt auch die
Eindeutigkeit der Levi-Civita Ableitung. Fiir die Formel nehmen wir eine Karte
(U, ) und setzen X = 0;, Y = 0; und Z = 0y in der Koszul-Formel ein. Wir bekommen

2 Z wigm = Oigji + 0,9k — OGij.
=1

3 . 1 m m
Wenn wir wy; := (wj;, ..., wj;) € R™ und

tij := (0igin + 059i1 — 01955, - - - OiGjm + 0jGim — OmGi;) € R™

setzen, ist diese Gleichung gleichbedeutend mit ¢ - w;; = %,uij. Daher w;; = %gil - pi; und
die Formel folgt. Da wfj = wfi klarerweise gilt, folgt aus Satz 9.47 in DG1, dass wenn
die Levi-Civita Ableitung existiert, dann ist sie auch symmetrisch.

Zu zeigen, dass und aquivalent sind, berechnen wir mit Hilfe von Satz 8.22

in Differentialgeometrie 1
(Lyg)(X,Z) = 1z7txLyg = tz(Ly(tx9) — tryx9)
=Ly (tz(tx9)) — teyz(txg9) — 9(Ly X, Z)

wobei ¢ die Einsatzung von Vektoren bezeichnet. Nach der Definition des aiifleren Diffe-
rentials von 1-Formen:

dOY)(X, Z) = Lx(9(Y, 2)) — L2(9(X,Y)) — (Y, [X, Z]).

Das Summieren der letzten zwei Gleichungen liefert die gewiinschte Aquivalenz.

Wir zeigen nun die Existenz. Wir definieren dafiir VY mittels (4.8]), sodass es klar ist,
dass VY € I'(T*M ® TM). Es bleibt nun die Leibniz-Regel und die Erhaltung der Metrik
zu zeigen. Beide lassen sich mittels einfach priifen. O
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Bemerkung 4.14. In der Literatur ist es iiblich die Schreibweise Ffj statt wfj fiir die

Christoffelsymbole der Levi-Civita kovarianten Ableitung zu verwenden. A

Bemerkung 4.15. Nach (4.10)) werden die Christoffel-Symbole und daher die Levi-Civita
Ableitung durch die Koeffizienten (g;;) und ihre Differentiale (dg;;) in Koordinaten be-
stimmt. A

Beispiel 4.16. Die Levi-Civita Ableitung von (R7+7~ ggey.o- ) ist die triviale kovariante
Ableitung V = d beziiglich der Koordinatenvektorfelder 0,1, ..., Oun. A

Es stellt sich nun die Frage, wie sich die Levi-Civita Ableitung unter isometrische Im-
mersionen verhélt. Das wollen wir nun untersuchen.

Satz 4.17. Es sei F = (N,g") — (M, g™) eine isometrische Immersion und sei 11 :
FTM — TN die in Definition gegebene orthogonale Projektion. Wir schreiben VM
und V'V fiir die Levi-Civita Ableitungen von g™ und g". Dann ist l1o*' V™ odF € kA(TN)
und

VN =Tl VMo dF. (4.12)
Wenn L : O — N eine Abbildung ist, gilt die Formel

LN = I o Fel)yM o 4, F, (4.13)

wobei “I1: 'TM — YTN und A, F : “TN — Y°DTM die Biindelhomomorphismen iiber
O 1ist, die von I und dF induziert werden.

Beweis. Die Tatsache, dass V := I o “VM o dF eine kovariante Ableitung auf T'N ist
wurde in DG1, Satz 9.9 bewiesen. Wir miissen zeigen, dass V die Metrik ¢ erhilt und
symmetrisch ist. Fiir die Erhaltung der Metrik berechnen wir
dg™(e1,e5) = dgy (dF - e, dF - e3) = g (FVAF - e1,dF - e3) + g2 (dF - €1, " VAF - ey)
= F*¢M(IIFVAF - e, e0) + F*gM(e), TIFVAF - ey)
- gN(ﬁeh 62) + gN(eh 662>

wobei wir ¢ = F*¢™ und die Identit#t (3.3)) benutzt haben. Fiir die Symmetrie behaupten
wir, dass

Mo F*rV =71V,

Da 7V = 0 gilt, wiirde dann auch vV =0 folgen. Um die Behauptung zu zeigen, nehmen
wir X,Y € X(NNV) beliebig:

o Fr¥(X,Y) =Tor V(X,¥) = Mo ("VxdF Y = "VydF . X —dF - [X,V])
:Tﬁ(Xay)a

wobei wir in der ersten Gleichung Satz benutzt haben. Wir nehmen nun L : O —
N und zeigen (4.13). Nochmal wie in DG1, Satz 9.9 ist die rechte Seite von (4.13)) eine

48



kovariante Ableitung. Um die Gleichheit zwischen linker und rechter Seite zu beweisen,
reicht es sie auf einem Rahmen e; 0 L, ..., e, o L von “T'N zu priifen, wobei ey, . .., e, ein
lokaler Rahmen fiir T'N ist:

LyN(e;o L) = VY es = Mo PV (AF - ¢;) = ML o * (VM) (AL F - (e; 0 L)).

Die Aussage folgt, denn L(FT]\/[) = PP und L(FVM) = FDgM (warum gelten
diese Gleichungen?). O

Bemerkung 4.18. In vielen Biichern hat Gleichung (4.12)) die folgende dquivalente Ge-
stalt. Es seien XY € X(N) und es sei angenommen, dass X,Y € X(M) existieren, die
F-verwandt zu X und Y sind. Wenn N eine Untermannigfaltigkeit von M und F' die In-

klusion ist, dann konnen wir X und Y interpretieren als Erweiterungen von X,Y auf M.
Dann wird Gleichung (4.12)) zu 5
VY =1I(VYY) (4.14)

und zu .
VY = (dF)™! (V%Y) falls F' eine lokale Isometrie ist . (4.15)

Allgemein existieren X, Y nur lokal, was genug ist, um die Formel in Umgebungen Uy von
p € N und Uy von F(p) mit F(Ux) C Uy zu benutzen. Wenn aber F' eine Isometrie ist,
dann existieren X = F,(X) und Y = F,(Y) eindeutig und global. A

4.4 Das geodétische Vektorfeld

Definition 4.19. Es sei V die LC-Ableitung von (M, g). Die Beschleunigung beziiglich

g™ einer glatten Kurve v : (tg,t;) — M ist das Vektorfeld entlang v gegeben als

"Va, .

Die Kurve ~y heifit Geodétische fiir (M, g) falls ihre Beschleunigung beziiglich g* verschwin-
det:
TV = 0, (4.16)

oder, anders gesagt, wenn das Geschwindigkeitsfeld parallel entlang ~ ist. Insbesondere ist
9+(%, %) konstant nach Folgerung [4.8|

raumartig, falls g, (¥, %) > 0,
Die Geodétische 7 heiBft 1 lichtartig, falls g,(¥,%) =0, A
zeitartig,  falls g, (%,%) < 0.

Bemerkung 4.20. Konstante Kurven sind immer Geodéatische, da das Nullvektorfeld par-
allel ist. AuBerdem aus (t) = 0 fur ein ¢ € (to, t1) folgt, dass ¥ = 0 nach der Eindeutigkeit
der Parallelverschiebung. Insbesondere wenn (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist,
dann besitzt jede Geodétische v konstante Geschwindigkeit |¥|,. A
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Um Geoditische auf Untermannigfaltigkeit zu bestimmen ist der folgende Satz sehr
niitzlich.

Hilfssatz 4.21. Es seien eine isometrische Immersion F : (N,g") — (M, g™) und eine
Kurve 7y : (to,t1) — N gegeben. Dann ist y eine Geoditische fiir gV genau dann, wenn die
Beschleunigung von F o~y beziiglich g™ senkrecht zu dF(TN) steht. Insbesondere, wenn
F eine lokale Isometrie ist, ist v eine Geoditische beziiglich g~ genau dann, wenn F o~
eine Geoditische beziglich g™ ist. Ist F eine PR-Uberlagerung und 6 : (to,t;) — M eine
Kurve, dann ist 6 eine Geodditische beziiglich ¢™ genaw dann, wenn alle Hochhebungen

6 : (to,t1) = N won & Geoditische beziiglich gV sind.
Beweis. Wir schreiben § = F oy und benutzen Formel (4.13) mit L = ~:
Wy =TV F ) ="TI(°Va).

Die erste Aussage folgt, da ker ’II das Normalenbiindel von F' (entlang ) ist. Wenn nun F
eine lokale Isometrie ist, verschwindet das Normalenbiindel und wir bekommen die zweite
Aussage. Fiir die letzte Aussage bemerken wir, dass 6 = F o 5, wobei 0 eine beliebige
Hochhebung von 8. Nach der zweiten Aussage ist 0 eine Geodétische genau dann, wenn 0
eine Geodaétische ist. [

Bemerkung 4.22. Mit Hilfe von diesem Hilfssatz kann man alle Geodétischen auf den
Modellrdumen von Beispiel und insbesondere auf der euklidischen Sphére und dem
hyperbolischen Raum (siche Blatt 5-4) finden. A

Bemerkung 4.23. Es sei [-] : (R", ggn) — (R"/T, ggor) die Riemannsche Uberlagerung
eines flachen Torus. Dann sind die Geodétischen v : R — R"/T" Projektionen von Geraden
auf R™: y(t) = [p + tv] fiir p,v € R". Zeigen Sie, dass fir alle [p] € R"/I" eine Bijektion
zwischen 1-periodischen Geodétischen mit v(0) = [p] und Elementen von I' existiert. Hier
7 heifit 1-periodisch, wenn (¢ 4+ 1) = ~(¢) fur alle ¢ € R. A

Wir wollen nun die Abhéngigkeit der Beschleunigung von der Parametrisierung un-
tersuchen, um zu sehen, wann eine Umparametrisierung einer Geodétischen wieder eine
Geodéatische ist.

Hilfssatz 4.24. FEs sei vy : (to,t1) — (M, g) eine Kurve und ¢ : (so,s1) — (to,t1) eine
Umparametrisierung. Wir setzen § := v o . Dann

Vo0 =@ 4() + ¢ (Vo H) ().

Ist v eine nicht-konstante Geoddtische, dann ist § eine Geoditische genau dann, wenn
o(s) =as+0b firae R\ {0} und b € R. In diesem Fall gilt g5(5,0) = a®g,(¥,7).

Beweis. Wir berechnen
Va,0 = (Vo (¢ - 4(9)) = G- 3(0) + &+ (Vo 7) () = ¢ 4(0) + &% - ("VaA) ().

Ist v eine Geodatische und 4 # 0, dann ist ¢ eine Geodétische genau dann, wenn ¢ = 0
ist. O]
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Um Geodétische besser zu studieren schreiben wir die Beschleunigung fiir eine Kurve
v : (to,t1) — U, wobei U der Definitionsbereich einer Karte x = (z!,...,2™) ist. Wir
setzen 2. := x oy und bemerken, dass 4 = 3_, i%0,x|,. Dann

Vo, ¥ = Z <:L‘]; + Z(wf(v) -ﬁ)x’i)@xdw Z (x + Z ww () xj> Ot |,
k=1 i=1

3,j=1

wobei wir wfj oz~ ! mit wF ;; identifiziert haben. Dann ist  eine Geoditische genau dann,
wenn die m Funktionen x%, ..., xl das folgende System von m gewdhnlichen Differential-

gleichungen zweiter Ordnung erfiillen:

By wh(ay)ildd =0, Vek=1,...m. (4.17)

i,j=1

Wie schon in Analysis 2 gesehen, ist dieses System &dquivalent zu einem System von 2m

Differentialgleichungen erster Ordnung in den 2m Unbekannten z!,... 27" v}, ... v
ko
ih = v,
Vk=1,...,m, j
E wh ()0l 0]

i,7=1
Also ist die Vektorfunktion (., v,) eine Kurve in z(U) x R™. Wir wissen aber, dass
= (z ... 2" 0™ TM|y — 2(U) x R™

eine Karte fiir das Tangentialbiindel ist, wobei
Yz, v0) ZUO Ok |a=1(z0)» Y (zg,v0) € z(U) x R™.

Dann gilt o o 4 = (x,,v,) und daher ist 4 : (fo,¢1) — T M|y eine Integralkurve des
Vektorfelds I' € X(T'M|y) definiert als

re ::ka@—ZZ(wk]oﬂviﬂa =

wobei 7 : T'M — M die kanonische Projektion ist. Mit Hilfe der Existenzsatz fiir gew6hn-
liche Differentialgleichungen, bekommen wir dann das folgende Resultat.

Hilfssatz 4.25. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und xz : U — V eine Karte fiir
M. Eine Kurve 7 : (to,t1) — M mit Bild in U ist eine Geoddtische genau dann, wenn 7 :
(to,t1) — T M|y eine Integralkurve von I'* ist. Wenn & : (to,t1) — T M|y eine Integralkurve
von I'* ist, existiert eine Geoddtische v mit & = 7. ]
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Satz 4.26. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein globales Vektorfeld
' e X(TM) mit der folgenden Eigenschaft: £ : (tg,t1) — TM ist eine Integralkurve von T,
genau dann wenn eine Geoddtische v : (tg,t1) — M mit £ = 4. Wenn U der Definitions-
bereich einer Karte x fiir M ist, dann gilt I'|ppp, = 7.

Beweis. Wir definieren I', indem wir F|TM|U = I'* fiir alle Karten x von M mit Definiti-
onsbereich U setzen. Wir behaupten, dass I' wohldefiniert ist, was auch den ganzen Satz
beweist. Also miissen wir zeigen, dass I'*|ray, ,, = Fx/|TM\UmU” wenn wir zwei Karten
haben. Es sei v € TM|yny: und & : (—€,€) — TM|yny eine Integralkurve von I'* mit
£(0) = v. Nach dem obigen Hilfssatz ist & = 4 fiir eine Geodétische v : (—e,e) = UNU".
Nochmal nach dem obigen Hilfssatz ist £ =+ eine Integralkurve fiir I'*'. Daher

[*(v) = £(0) = T*(v). 0

Folgerung 4.27. Fiir allev € T M existiert eindeutig die mazimale Geoddtische vy, : I, —
M mit Anfangsbedingung v, sodass , : I, — TM die einzige mazximale Integralkurve von
I mit 4,(0) = v ist. Fir alle c € R\ {0} gilt 1., = %Iv und

'}/cv(t) = ’Yv(Ct), Vit e I.,.

Proof. Die Aussage folgt aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen und
Hilfssatz [£.241 O

4.5 Die Exponentialabbildung

Es sei nun p € M fest. Fiir alle v € T,M betrachten wir die maximale Geodétische 7,.
Unser Ziel ist nun eine Karte (U, ¢) um p finden, sodass ¢(p) = 0 und ¢ o =, ein von 0
stammendem Geradenstiick ist. Wir geben erst eine Abbildung exp, die als Inverse von ¢
dienen sollte und dann zeigen, dass exp, in einer Umgebung von 0 invertierbar ist.

Da T, M = R™ konnen wir T, M als Definitionsmenge von exp, nehmen. In diesem Fall
haben wir ein natiirliches Kandidat fiir die Richtung des Geradenstiicks und zwar v. Also
wollen wir exp,,(tv) = v,(t) haben, sodass wenn 1 € I, ist, dann exp,(v) = 7,(1).

Definition 4.28. Der Definitionsbereich der Exponentialabbildung ist gegeben als die
Teilmenge £ :={v € TM | 1 € I,} des Tangentialraums. Die Exponentialabbildung ist

exp: & — M, exp(v) := o ®L(v).

Fir p € M ist die eingeschrinkte Exponentialabbildung exp, : £, — M an p die Ein-
schrinkung exp |¢,, wobei &, € £ N'T,M. Wir schreiben

g’ =exp,g

fiir das Pullback-Tensorfeld auf &,. A
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Bemerkung 4.29. Die Bedingung &, = T, M impliziert, dass fiir alle v € T,,M die Bedin-
gung I, = R gilt (die Umkehrimplikation ist unmittelbar). Denn fiir alle ¢ € R\ {0} gilt
c=c-1ecl, =1, A

Satz 4.30. Die Exponentialabbildung besitzt die folgenden Figenschaften:

(a) die Menge & ist eine offene Umgebung des Nullschnitts und &, ist sternformig beziiglich
0, fiir alle p € M;

(b) wenn ®r der Fluss von T ist, dann gilt fir alle t € [0,1] und v € €
exp(tv) = 7,(t) = 7 o ®L(v);
(c) firpe M, v €&, ist g8 nicht ausgeartet genau dann, wenn d, exp,, invertierbar ist;
(d) firpe M und 0 € T,M gilt unter der Identifizierung To(T,M) = T,M:
do Gpr = idTpM'
Insbesondere:
(Z) gg = Gp;

(ii) exp, ist ein Diffeomorphismus von einer Umgebung von 0 € T,M auf eine Um-
gebung von p € M.

Beweis. Die Menge £ ist offen, da der Definitionsbereich 4 C T'M x R vom Fluss ®r offen
ist. Die Menge &£ enthélt den Nullschnitt, da konstante Kurven Geodéatische sind. Wenn
v € &, liegt, dann ist I, = %[v D I, fiir alle t € (0, 1] und daher 1 € I,. Das zeigt (a). Fir
(b) benutzen wir Hilfssatz [4.24}

exp(tv) = (1) = 70(t) = 7($(t)) = 7(Pp(v)).

Das zeigt auch, dass exp = o @1 glatt als Verkettung von glatten Abbildungen ist. Punkt
(c) ist eine Folgerung der Definition von g” als Pullback durch d, exp,,. Punkt (d) folgt aus

d
exp,(tv) = i

Definition 4.31. Eine Umgebung U C M von p € M heifit normal, wenn eine offene,
sternférmige Menge V' C &, beziiglich 0 € T,M existiert, sodass exp, : V' — U ein
Diffeomorphismus ist.

Es sei v1,...,v, eine orthonormale Basis von T,M und wir betrachten die lineare
Isometrie 3 : (R7+7~, ggoto-) — (T,M, gp), f(x) = Y, z'v;. Dann heifen

doexp, v = & o :Ofyv(t) =%(0) = v. .

z:=(exp, o) : U =V :=p"(V)

Normalkoordinaten um p. Wir benutzen die Notation ¢gP auch fiir das Pullback-Tensorfeld
B = (z7)g. A
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Satz 4.32. Jedes p € (M, qg) besitzt eine Normalumgebung U und Normalkoordinaten
x:U —= V. Es gilt dazu

(a) x(p) = 0;

(b) x(7(t)) = (tat, ... ta™), wobei v ="y, x'v;;

(c) g ist eine PR-Metrik auf V mit g?(0) = ggroto—;
(d) wi(0) =0 fir alle i,5,k =1,...,m und dog” =0 .

Beweis. Punkt (a) ist unmittelbar. Fiir (b) benutzen wir Satz [4.30}(b) und finden, dass
exp, ' (7(t)) = tv. Die Aussage folgt aus der Linearitét von 3. Punkt (c) folgt aus Punkten

(c) und (d).(i) im Satz [4.30}
Es bleibt (d) zu beweisen. Es sei zy € V und vy = B(x). Da v, eine Geodétische ist,
ist £ o7, = (tx),. .., txl) eine Losung der Gleichung (4.17)). Fiir ¢ = 0 bekommen wir

0—1—2%@(0)%%6:0, Vk=1,...,n

ij=1
Da V sternférmig beziiglich 0 ist, finden wir, dass
7 Wk(0) -2 =0, Vk=1,...,m, Vx € R™.

Nach der Symmetrie der LC-Ableitung ist die Matrix w*(0) symmetrisch, was w*(0) = 0
impliziert. Die Aussage iiber die ersten partiellen Ableitungen von ¢ in 0 folgt nun aus

der Identitit [d) doG = (w(0) - G(0))” + (G(0) - w(0)) = 0. O

Bemerkung 4.33. Nach Punkt (c¢) und (d) haben wir die Taylorentwicklung um 0 € R™
der Metrik in Normalenkoordinaten

gr = Gpteror To(|zlrm),  oder  gf = gp+o(|vlg,),
wobei die Formel links in R7+?~ gilt und die Formel rechts in T,,M. A

Satz 4.34. Es sei F': (N,g") — (M, g™) eine lokale Isometrie und p € M. Es seien U,
und Up(yy Normalumgebungen von p und F(p), sodass F(U,) C Upyy. Dann gilt

F(exp,(v)) = expp, (dpF - v), Vo € exp, ().
Also ist die Darstellung von F beziiglich Normalkoordinaten um p und F(p) linear.

Beweis. Wir nehmen v € exp,'(U,) C T,N und betrachten die maximale Geodétische
Yy : I, = N fiir g™ mit 4(0) = v. Dann ist F o+, eine Geodiitische fiir g™ nach Hilfssatz
4.21] Also existiert uw € TM mit F o ~,(t) = v,(t) fur ¢t € I,. Wir finden wu:

. d .
u="4,(0) = T t:O(F 07y) = dpF - 4,(0) = d, F - v.
Also F(exp,(v)) = F(71(1)) = Ya,r0(1) = exppg, (dpF - v). O
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Folgerung 4.35. Es seien Iy, Fy : (N, g") — (M, g™) lokale Isometrien. Es sei angenom-
men, dass p € N ezistiert, sodass Fy(p) = F5(p) und d,Fy = dpFs. Dann gilt F; = F.
Insbesondere ist die Abbildung I : Iso(M,g) — O(M, g) von Satz injektiv.

Beweis. Wir betrachten N’ := {q € N | Fi(q) = Fy(q), d,F7% = d,F5}. Dann gelten die
folgenden Eigenschaften.

(a) Der Punkt p gehort zu N’ und daher N # ().

(b) Die Menge N’ ist abgeschlossen. Um diese Eigenschaft zu zeigen. Setzen wir N :=
{g e N | Fi(q) = Fx(q)}, sodass N' = {q € N" | d,F}, = d,F2} C N”. Da Fy, F} stetig
sind und M hausdorffsch ist, wissen wir, dass N” abgeschlossen ist. Es reicht dann zu
beweisen, dass N’ abgeschlossen in N” ist. Das ist dquivalent zu der Tatsache, dass
N’ lokal abgeschlossen in N” ist. Also miissen wir fiir jedes ¢ € N” eine Umgebung
Uy C N” von ¢ in N” finden, sodass N' N U” abgeschlossen in N” N U" ist. Wir
nehmen dann ¢ € N’ und setzen r := Fi(q) = F»(q). Wir finden Karten z : U, — V,
um ¢ und y : U, — V, um r, sodass Fy(U,) C U, und F5(U,) C U,. Dann gilt
z(N'NU,) = z(N")N A, wobei

A::A ﬂ {Qxi(yoFlox_l—yoFgox_l)ZO}

abgeschlossen in z(U,) ist. Die Menge N’ N (N” NU,) = N”" Nz~ (A) ist dann abge-
schlossen in U, und daher auch in N” N U,. Die Aussage folgt mit U/ = N" NU,.

(c) Die Menge N’ ist offen. Wenn ¢ € N’ und U,, U, Normalumgebungen von ¢ und
r = Fi(q) = F3(¢q) mit F1(U,) C U, und F»(U,) C U, sind, dann F} = F, auf U, nach
Satz |4.34 Wir nehmen das Differential dieser Gleichung, um dyFy = dyF; auf U, zu
finden.

Da N zusammenhéingend ist, folgt N = N’. ]

4.6 Das Lemma von Gaufl

Wir setzen nun voraus, dass g eine Riemannsche Metrik auf M ist, und wir wollen Normal-
koordinaten benutzen, um zu beweisen, dass Geodétische genau die lokal minimierenden
Kurven sind. Dafiir fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 4.36. Es sei (M, g) eine R-Mannigfaltigkeit, p € M ein Punkt und r eine
positive reelle Zahl. Wir schreiben

B = {ve T,M | [vlg, <7},
B = {v e T,M | Jol,, <7},
STV = {u e T,M | Jol,, =1}
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Ein offener geodétischer Ball B, (p) mit Mittelpunkt p und Radius r ist eine Teilmenge
einer Normalumgebung U von p, sodass

expp(szM) = B, (p)

Eine dhnliche Definition gilt fiir abgeschlossene geoditische Bélle B,(p) und geoditische
(m — 1)-dimensionale Sphéren S, (p). Wir definieren den Injektivitdtsradius von (M, g) in
p als

inj, (M, g) := sup {r >0 ‘ 3 geodatischer Ball Br(p)} € (0, o]
und den globalen Injektivitatsradius von (M, g) als

inj(M, g) = plélj\g inj,(M, g) € [0, oq]. A

Bemerkung 4.37. Nach Definition von 3 gilt 3(B™) = B/*, g(B™) = B und
B(S™) = S/*M wobei B™, B™, 5™ euklidische Bille und Sphére mit Mittelpunkt 0

bezeichnen. Also gilt auch z(B,(p)) = B™, x(B,(p)) und x(S,(p)) = S™! fiir Normalko-
ordinaten x um p. A

Bemerkung 4.38. Wir werden im Satz sehen, dass geodétische Bille auch metrische
Bille {q € M | d,(p,q) < r} mit selbem Radius und Mittelpunkt sind. Nicht alle metrischen
Béllen sind aber geodétische Bille. Zum Beispiel wenn (M, g) kompakt ist, dann existiert
r >0, sodass M = {q € M | dy(p,q) < r}. Aber M kann nicht zu B} homéomorph sein
denn B)" ist nicht kompakt. A

Ein wichtiger Punkt in unseren Argumenten wird sein, ¢g” in Polarkoordinaten zu be-
schreiben. Wir nehmen daher p : (0,00) x S™ ! — R™\ {0}, p(r,y) = r - y, sodass

m 7
d(r,y)p . 87« = Z maz” €T = p(r’ y) (418)
i=1

ist. Wir sagen dann, dass

ptox:UN\{p} —p (V\{0})

normale Polarkoordinaten sind. Zum Beispiel wenn z : B,.(p) — B ein geodétischer Ball
ist, dann

ptox:B.(p)\{p} = (0,7) x S 1.
Wir studieren nun die R-Metrik p*g? auf p=!(V'\ {0}), wobei wir p aus der Notation lassen
werden und ¢” fiir p*g” schreiben.

Hilfssatz 4.39 (Lemma von Gau$}). Es seiv € S AV, Dann gilt

(CL) gg(”?”) = gp(va U) = T2;
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(b) g°(u,v) = 0 fiir alle u € T,5,""

Das heifit, dass in Normalkoordinaten die Radialrichtung 0, FEinheitsnorm beziiglich g?
besitzt und dass die Sphére S™=1 senkrecht beziiglich gP zur Radialrichtung O, steht. Anders
gesagt gibt es einen Pfad von Riemannschen Metriken r — hP auf offenen Mengen von
S™=1 sodass in normalen Polarkoordinaten die folgende Darstellung gilt:

gP =dr?* + hP. (4.19)

Beweis. Es sei ¢ : [0,1] — V das Geradenstiick (t) = tv. Dann 7,(t) = exp,(d(t)) und

gg(”? U) = gép(l)(5<1)7 5(1)> = g%)(l)(;Yv(l)? ’Yv(1>) = g%(o)(%(()), 7v<0)) = gp(vu U)?

wobei wir in der zweiten Gleichung g” = exp; g benutzt haben und in der dritten Gleichung,
dass eine Geodatische konstante Geschwindigkeit besitzt.
Es sei nun u € TUS,T M beliebig und wir betrachten die Funktion

I [07 1] — R, f<t> = gfv(tua U)'

Dann ist f(1) = ¢?(u,v) und f(0) = 0. Also reicht es zu zeigen, dass f(t) = 0 fﬁr t €10,1].
Wir betrachten dazu eine Kurve v : (—¢,€) — Sr?™ NV, sodass v(0) = v und &
Es sei I': (—e,€) x [0,1] — V die Abbildung F(s,t) = tv(s). Dann

o— OUZU.

dstF 8 —tj—Z( ) d(svt)F'at:U(S).

Wir haben daher f(t) =

nach ¢ nehmen:

9,
= (900 (d00 F - 0 donF - 0)

_gFOt( Vat OtF asyd(Otﬁj at)_}_gF()t(d(Otﬁj as; V(% OtF at)
gFOt)( v<'9d(31t)F at,d(OtF at)—l-gF (d(OtF 0s,0)

10
N 5% s=0 (g?(svt) (d(svt)F ' at, d(s,t)F . 8t))
= 295 ls—0 (gtpv(s)(v(s)7'0<8))>

10
= 37l )

=0.

g%(o’t)(d(ovt)F - 05, dFoy) - 0;) und wir kénnen nun die Ableitung

f(t) =

Wir haben in der zweiten Gleichung die Erhaltung der Metrik fiir die Pullback-Ableitung
benutzt, in der dritten die Symmetrie der Pullback-Ableitung und dass t — F(0,t) ei-
ne Geodétische ist, in der vierten nochmal die Erhaltung der Metrik fiir die Pullback-
Ableitung, in der sechsten den ersten Teil des Lemmas von Gauf. O
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Bemerkung* 4.40. Die Formel (4.19) ldsst sich in Dimension zwei als
g’ = dr® + a*(r, ¢)d¢”

schreiben, wobei ¢ die Winkelkoordinate auf S' = R/27Z ist und a : [0,¢) x R/27Z —
(0, +00) eine glatte Funktion mit a(0, ¢) = 0. Wir wollen nun zeigen, dass

—(0,¢9) = 1.
% 0,0
Es sei dazu ¢ € R/27Z fest und v := (cos(¢),sin(¢)) € R% Wir definieren das glatte
Vektorfeld X (q) := cos(¢ + 7/2)0; | + sin(¢ + 7/2)0y |4, ¢ € B? auf einem kleinen Ball B?
in R? um 0. Dann X (rv) = % fiir € (0, €) und

a(r)  Oa

1= [X(O))o = lim X (ro)l,. = lim [0/}, = lim “ = %0, ). A
Die Darstellung (4.19) charakterisiert eigentlich normale Polarkoordinaten.

Satz 4.41. Es sei x : U — V eine Karte um p mit z(p) = 0 und V' sternformig beziiglich
0. Es sei angenommen, dass
(7t op)g=dr*+h,

fiir einen Pfad von Metriken auf offenen Mengen in S™~*. Dann sind x Normalkoordinaten.
Beweis. Wir setzen g = (27! 0 p)*g und zeigen, dass gy = ggm. Fiir v € R™\ {0} gilt

Go(v,v) = lim g, (v, v) = grn (v, v) - lim G4, (0r, 0y) = grn(v,v) - lim 1 = ggn (v, v).
t—0 t—0 t—0

Nach Aufgabe 5-3 gilt Vy,0, = 0. Also ist t — 27! (tzg) fiir ¢ € [0,1] eine Geoditische in
M fiir alle zg € V. Wenn vy = Y, 240yi], dann 27" (o) = 74, (1) = exp,(vp). Da go = grm
folgt vo = B(xo). Wir sehen, dass exp, = 3 o x, sodass  Normalkoordinaten sind. ]

Beispiel 4.42. Wir konstruieren nun exp, fiir R", S3 und H7. Fiir R nehmen wir p = 0
und finden
expy (v) = v,

also & = R", expy ist die Identitéit und
G = grn = dr? +1r2ggn1.

Fiir S% nehmen wir als p den Nordpol v = (0, R) € R™ x R und berechnen nach Aufgabe
5-4

n R
expr(v) = cos (%’) .V + sin (%) : mv, Vo e T,Skp = R".
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Also ist & = R". Es ist leicht zu sehen, dass expy" : B&(0) — S\ {—v} ein Diffeo-
morphismus ist aber expy! (v) = —v fir alle v € R” mit |v| = 7R. Die Berechnung von
Aufgabe 2-3 liefert dazu

v 2 s T 2
sy = dr® + (R sin (§>> ggn—1.
Fiir Hj nehmen wir immer noch p = v und berechnen nach Aufgabe 5-4

exp{,{g( )—cosh(| |> V—i-smh<R

) |R|v, Vo € T,HE = R™,
v

Also ist £, = R"™. Es ist leicht zu sehen, dass expll,{’g‘ ein Diffeomorphismus auf dem ganzen
R™ ist. Die Berechnung von Aufgabe 2-3 liefert dazu

iy = dr® + <R sinh (%))29571—1.
Wir fithren daher die folgende Notation ein. Fiir ¢ € R definieren wir eine Metrik g. auf
Be™(0) € R™, wobei r, = 400 falls ¢ < 0 und r. = R falls ¢ > 0. In Polarkoordinaten ist
die Metrik definiert als
go = dr? + sn2(r)gn 1.
wobei
Rsinh(r/R) falls c = — 3 <0,
sn.(r)=<qr falls ¢ = 0, AN
Rsin(r/R)  falls ¢ = 45 > 0.
Als erste wichtige Folgerung des Lemmas von Gaufl zeigen wir, dass wenn p € M

beliebig ist und ¢ € M zu einer geodétischen Sphire S,.(p) gehort, dann existiert eindeutig
eine minimierende Kurve von p nach ¢: sie ist die Geoditische 7, : [0,1] — M wobei

v = exp; (g).
Satz 4.43. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M ein Punkt und S,,(p)
eine geoddtische Sphdre mit Radius ro > 0 und Mittelpunkt p. Es sei ¢ € S, (p) mit
v = exp;l(q). Dann ist 7y, : [0,1] — M eine minimierende Kurve von p nach q

dg(p,q) = Lg(70) = [v[, = ro.

Wenn ~ : [0,1] — M eine weitere minimierende stiickweise glatte Kurve von p nach q ist,
dann gilt y(t) = v,(e(t)) fir alle t € [0,1], wobei ¢ : [0,1] — [0,1] stickweise glatt und
explizit als t — @(t) = %Lg(ﬂ[oﬂ) gegeben ist.

Wenn p1 € M ein zusdtzlicher Punkt mit der Eigenschaft

dy(p,q) = dyg(p, p1) + dy(p1, ) (4.20)
ist, dann py = %(%dg(p,m))-

Auflerdem gilt
Sro(p) = {p€M|d(pp) ro}.
Es folgt, dass By,(p) ={p' € M | dy(p,p’) <10} und B, (p) ={p' € M | dy(p,p’) <10}
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Beweis. Es sei v : [0,1] = M eine Kurve mit v(0) = p und (1) = ¢. Wir setzen t, :=
max{t € [0,1] | v(t) = p} und ¢; := min{t € [0,1] | v(¢) € S,,(p)}. Dann v((to,t1)) C
B,y (p) \ {p} und koénnen wir v|(,+,) = (7, %,) in normalen Polarkoordinaten schreiben. Es
gilt

L) 2 Lylioan) = [0+ 1 i 0030 > [ )1

to

> / "t (4.21)

to
= 15(t1) = 74(to)
=To.

Das zeigt, dass 7, minimierend ist. Wenn v auch minimierend ist, sind alle die obigen
Ungleichungen tatséchlich Gleichungen. Nach der ersten Ungleichung miissen 7|, und
7Ylt,1) konstant sein. Nach der zweiten muss ¥, konstant sein und nach der dritten muss r.,
monoton steigen sein. Also

(7 (1), 57(1)) = (ro(t), y0) = (ra, (1)), 4, ((1)))

fiir eine monoton steigende stiickweise glatte Funktion ¢ : [0, 1] — [0, 1]. Es gilt dazu

memzlammwmwzmmy

Das obige Argument zeigt, dass S,,(p) C {p' € M | dy(p,p’) = ro}. Wir zeigen nun
die andere Inklusion. Es sei p’ ¢ S,,(p). Wenn p' € B,,(p) = {p} U U,<,S-(p) dann
gilt dy(p,p’) < ro. Wenn p’ ¢ B, (p) dann gibt es € > 0, sodass p’ ¢ B,,4(p). Wenn
v :10,1] = M mit v(0) = p und (1) = p’ ist, dann gibt es t € [0, 1] mit ¥(t) € Syy+e(p)
und

Lg(v) = Lg(V]0,9) = dg(p,7(t)) =10 + €.

Da v beliebig war, folgt dy(p,p') > ro+ €. Das zeigt die Aussage iiber S,,(p). Die Aussagen
tiber B,,(p) und B,,(p) sind nun leicht zu beweisen (wie?).
Es bleibt nun die Aussage iiber den Punkt p; € M, welcher (4.20]) erfiillt, zu zeigen.

Aus (4.20) folgt dy(p,p1) < dy(p,q) = ro und dy(p, p1) = 7o gilt genau dann, wenn p; = q.
Wir wollen nun zeigen, dass

It €[0,1], p1 =7(t). (4.22)

Es sei per Widerspruch angenommen, dass das nicht der Fall ist. Dann ist p; = (r1, 1)
mit 7 € (0,7) und y; # yo in normalen Polarkoordinaten, wobei ¢ = (r¢, o) in diesen
Koordinaten. Nun nehmen wir ein € € (0,7;), sodass der abgeschlossene geodétische Ball
By ic(p) existiert. Es sei weiter U eine Umgebung von y; in S™ !, sodass yo ¢ U. Wir
behaupten nun, dass bis auf € und U kleiner zu machen, ein Diffeomorphismus F' : U —
By existiert, sodass F(y;) = 0 und fiir alle r € [r; — €, 7o + €] gilt

(F~1*h? > ggm-1, auf B™ . (4.23)
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Es sei dafiir G : U — By ' eine Karte mit G(y;) = 0. Da r + RE glatt ist und B!
kompakt ist, existiert ein € > 0, sodass fiir alle r € [r; — €, 7 + €]

(G7Y)*R? > Eggm auf B L
Nun betrachten wir die Streckung p : By'™' — By u(z) = ex. Da (u™1)*(gpm-1) =

grm-1, sehen wir, dass F' := p o G der gewiinschte Diffeomorphismus ist.

Wir definieren mittels F' den Diffeomorphismus F': [r1 —€,79 + €] x U — [r1 — €,79 +
€] x By F(r,y) = (r, F(y)), sodass nach (#.19) die untere Schranke

(F7Y*g > gam  auf[r; —e,rg+¢ x B™! (4.24)

gilt. 3
Wir benutzen nun F' um dy(py, q) von unten abzuschétzen. Es sei v : [0,1] — M eine
Kurve mit (0) = p; und (1) = ¢. Wir definieren

to := max {t e [0,1] ( Y(£) € [r1 — €70+ €] X F*l(B;ﬂ*l)}.

Es sei (r,,y,) : [0,t] = [r1 —€, 70+ €] x F71(B™!) die Darstellung von 7|[4) in normalen
Polarkoordinaten. Wir haben drei Mdoglichkeiten:

(i) ry(to) =m1 — €
(i) 7 (to) =10 + €
(i) y,(to) € F7H(S"72).
Im ersten Fall gilt mit Hilfe einer Berechnung, die sehr d&hnlich zu (4.21)) ist, dass
Ly(v) = Lg(Ylito,1) = 10 — (11— €) =10 — 11+ € = dg(p, q) — dy(p,p1) + €.
Im zweiten Fall gilt mit Hilfe einer Berechnung, die sehr #hnlich zu (4.21)) ist, dass
Lg(v) = Lg(Yljote]) = 1o — 11+ € = dg(p, q) — dyg(p,p1) + €.
Im dritten Fall gilt
Lg(7) = Lg(Vo.t0)) + L (V]1t0.11)
> Lo (F 0 j0]) + |10 — 74 (t0)]
Z d]Rm ((Tla 0)7 (r’y(tO)7 y’y(to))) + |T0 - TW(tO)|

> /Iy (to) = 112 + €+ rg — 1y (to)|
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VI (to) — mil? + € + |y (to) — 1]
2

€
VTE+ e+
(0,) — dyp, ) <
=dy(p,q) — dy(p;p1) + —F/——=—,
g g e+ e+ 1o

= |ry(to) = m| +

+ lro = 74(to)]

>rog—1ri+
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wobel wir im zweiten Schritt (4.24) und (4.21]) und im fiinften Schritt die Identitét

b2
S L2 —
a?+ b —a= T Va,be (0,00)

benutzt haben. Da 7 beliebig war, folgt der Widerspruch

. €2
dy(p1,q) — dg(p,q) + dy(p,p1) = min {6, 2—} > 0. O
V15 + €+ 1o

Der obige Satz gibt uns das folgende Resultat. Wenn ~, : I, — M eine Geodétische
ist, dann ist , minimierend zwischen v, (to) und ~,(¢1), falls [v[(t; —to) < inj,, o) (M, g).
Das sagt uns fast, dass v lokal minimierend ist. Das Problem ist aber, dass wir noch nicht
wissen, wie der Injektivitdtsradius inj. . (M, g) vom Punkt 7,(tg) abhéngt. Das wollen
wir im néchsten Abschnitt verstehen.

4.7 Glechmiflige Normalumgebungen und lokal minimierende
Kurven

Definition 4.44. Es sei (M, g) eine R-Mannigfaltigkeit und p € M ein Punkt. Eine offene
Umgebung W C M von p heifit gleichméflige Normalumgebung von p, wenn ein r > 0
existiert, sodass fiir jedes g € W

(a) der geodédtische Ball B,(q) existiert (also inj,(M,g) > r),
(b) W C B,(q). A

Bemerkung 4.45. Die entscheidende Eigenschaft in der Definition ist (a). Wenn W eine
Umgebung von p ist, die (a) erfiillt, dann ist W := W' N B, 2(p) eine gleichmé&Bige Norma-
lumgebung von p. Eigenschaft (a) fiir W ist klar, da W C W’. Fiir (b) nehmen wir ¢ € W
und bemerken, dass W C B, 2(p) C B,(q) nach der Dreiecksungleichung denn B, 5(p) ist
auch der metrische Ball nach Satz A

Hilfssatz 4.46. Jedes p € (M, g) besitzt eine gleichmdfige Normalumgebung.

Beweis. Wir betrachten die glatte Abbildung Exp : &€ — M x M, Exp(v) = (7(v), exp(v)).
Wir haben Exp(0,) = (p,p) und wir wollen do, Exp : Ty, (T'M) — T,M x T,M berechnen.
Wir werden den Isomorphismus

d d
TpM X TpM — Top (TM), (ul, UQ) — E<O’Y(t)) + &(t%z)

benutzen, wobei vy : (—¢,€) — M eine Kurve mit 4(0) = u; ist. Dann

d d d

d
= aﬂ'(ow(t)) + —W(tUQ) = &”)/(t) + &p = Uup,

dgp’/T . (ul,u2) dt

d
(t) + — exp,(tus) = uy + us.

d d d
do, exp -(u1, uz) = — exp(0y()) + T exp(tug) = gy

at at’
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Also haben wir die Blockdarstellung

do,Exp = (ldT”M 0 )

idTpM idTpM

und daher ist do, Exp invertierbar. Nach dem Satz der Umkehrabbildung existieren Umge-
bungen U von 0, und V von (p,p), sodass die Einschrankung Exp : Y — V ein Diffeomor-
phismus ist. Bis auf Einschrankung von ¢ kénnen wir annehmen, dass es eine Umgebung
W' C M von p und eine positive Zahl r > 0 existieren, sodass

U={veTM|rv)eW, v, <r}.

Dann ist Exp| gz : B S5 gy xV, = {¢ € M| (¢,¢) € V} fiir alle ¢ € W’
ein Diffeomorphismus, wobei V, eine Umgebung von p in M ist. Nach Definition gilt
Exp|grym = (g, exp,), sodass exp, : BrM V, ein Diffeomorphismus ist. Das zeigt Eigen-
schaft (a) in Deﬁnition Nach Bemerkung @4.45ist W := W’'N B, 2(p) eine gleichméBige
Normalumgebung. [

Aufgabe 4.47. Zeigen Sie, dass der globale Injektivitatsradius inj(M, g) positiv ist, falls
M kompakt ist. Anders gesagt, gibt es r > 0, sodass fiir alle p € M ein geodétischer Ball
B,.(p) mit Radius r und Mittelpunkt p existiert. A

Wir sind bereit die gewiinschte Charakterisierung von Geodéatischen zu beweisen.

Satz 4.48. Es sei (M, g) eine R-Mannigfaltigkeit und ~ : [to,t1] — M eine stickweise
Immersion. Es gilt: Die Parametrisierung von ~v mit konstanter Geschwindigkeit ist eine
Geoddtische genau dann, wenn v lokal minimierend ist.

Beweis. Wir bemerken, dass lokal minimierend zu sein unabhéngig von der Parametri-
sierung ist, sodass wir annehmen diirfen, dass 7 mit konstanter Geschwindigkeit a > 0
parametrisiert ist. Eine solche Parametrisierung existiert nach Folgerung denn 7 ist
eine stiickweise Immersion.

Wir nehmen t € [ty,?;] und eine gleichméfige Normalumgebung W von (). Dann
existiert ein > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle p € W der geoditische Ball B, (p)
existiert. Da v stetig ist, existiert ein Intervall (¢t — €,t + €), sodass y((t —e,t +¢€)) C W
und wir nehmen s, s’ € (t —€,t 4 €) mit s < s’ beliebig.

Es sei nun angenommen, dass y eine Geodétische ist. Dann ist 7|}s »| eine Geodétische
mit Anfangspunkt v(s), welche im geodatischen Ball B, (y(s)) enthalten ist. Nach Satz
ist 7|[s,#7 minimierend. Es folgt, dass v lokal minimierend ist.

Es sei andersrum angenommen, dass 7 lokal minimierend und mit konstanter Geschwin-
digkeit a > 0 parametrisiert ist. Wir nehmen s, s’ € (t—¢,t+e€), sodass s < t < s'. Nach De-
finition von lokal minimierenden Kurven ist 7|[5,5/] minimierend. Dann bis auf Umparame-
trisierung ist v eine Geoditische. Da die Parametrisierung mit selber konstanter Geschwin-
digkeit und selbem Definitionsintervall eindeutig ist, gilt v = 7,, wobei 7, : [s,5] = M
eine Geoditische mit |u| = a. Also gilt "V,% = 0 in einer Umgebung von ¢. Da t beliebig
war, folgt, dass v eine Geodétische ist. ]
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Folgerung 4.49. Es sei vy : [to,t1] — M eine stickweise Immersion, sodass vy minimie-
rend ist: dg(y(to),v(t1)) = Lg(7). Dann ist die Parametrisierung von vy mit konstanter
Geschwindigkeit eine Geoddtische.

Beweis. Man bemerke, dass eine minimierende Kurve ist auch lokal minimierend (siehe
Aufgabe 1-4). O

Bemerkung 4.50. Man kann eigentlich zeigen, dass die Voraussetzung, dass - eine stiick-
weise Immersion ist, in Folgerung unnétig ist: wenn v : [to, t1] — M eine stiickweise
glatte minimierende Kurve ist, dann existiert eine Geodétische v, : [0, Ly(v)] — M und ei-
ne monoton steigende stiickweise glatte Funktion ¢ : [to, t;] — [0, L,(7)], sodass v = vy, 0.
Der Beweis ist dhnlich dem Beweis von Satz [2.11], wobei wir die euklidischen Bélle B; mit
gleichméfligen Normalumgebungen ersetzen miissen. A

Bemerkung 4.51. Die Umkehrung von Satz gilt nicht denn viele Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten (M, g) besitzen Geodétische 7 : [0, 1] — M, die nicht minimierend sind. Die
klassischen Beispiele sind euklidische Sphére (S%, gsz) und flache Tori (R"/T, grar). Es sei
p € S} der Nordpol und 7, : R — S} eine Geodétische mit v € 7,S% mit |v| = 1. Dann
Yo(t) = 7-o(2TR — t), sodass

Le(Volio) =t > 2R —t = Ly(v—vlj0.2rr-1) = dg(p,70()) Vit > mR.

Wir werden sehen, dass die Kriimmung der Sphére fiir die Tatsache verantwortlich ist, dass
Yo|[0,4 nicht minimal ist.

Fiir flache Tori haben wir viele Geodétische ~, : [0,1] — R™/T", sodass 7,(1) = 7,(0).
Man nehme 7,(t) = [tv], wobei v € I'\ {0}. Dann ist 7, nicht minimierend, da 0 =
d(7,(0), 7 (1)) < L(7») = |v|. In diesem Fall ist aber die Hochhebung ¢ — tv minimierend,
also konnen wir sagen, dass hier die Topologie fiir die Tatsache verantwortlich ist, dass 7,
nicht minimal ist. A

4.8 Existenz von minimierenden Kurven

Es sei (M, g) eine R-Mannigfaltigkeit und p € M. Wenn ¢ € M ein zusétzlicher Punkt ist,
wissen wir, dass, eine minimale Kurve von p nach ¢ existiert, falls

dy(p,q) < inj,(M,g). (4.25)

Wir wollen nun verstehen, was passiert wenn Bedingung nicht gilt. Existiert noch
eine minimierende Kurve? Wenn ja, ist sie eindeutig? Wie wir schon fiir offene Teilmengen
M des euklidischen Raums gesehen haben, miissen minimierende Kurven nicht unbedingt
existieren. Denn minimierende Kurven sind Geradenstiicke und wenn M eine nicht konvexe
Teilmenge ist, dann kénnen wir zwei Punkte p, ¢ € M finden, die von einem Geradenstiick
verbunden sind, welches nicht in M liegt. Also sehen wir, dass in diesem Fall die Geodati-
schen in M durch p nicht fiir alle Zeiten definiert sind, eine Bedingung, die zu &, # T, M
dquivalent ist. Der néchste wichtige Satz besagt, dass andersrum die Bedingung &, = T, M
genug ist, um die minimierende Kurve von p nach ¢ zu konstruieren.
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Satz 4.52. Es sei (M,g) eine R-Mannigfaltigkeit und p € M ein Punkt mit €, = T,M.
Dann existiert fir alle g € M eine minimierende Geoddtische von p nach q.

Bemerkung 4.53. Wie schon in Bemerkung [4.29| gesagt, ist die Bedingung &, = T,,M zu
der Tatsache dquivalent, dass alle Geodétischen durch p fiir alle Zeiten definiert sind. A

Bemerkung 4.54. Die Bedingung &, = T,M ist fiir die Existenz von minimierenden
Kurven nicht notwendig, wie das Beispiel von konvexen Teilmengen des euklidischen Raums
zeigt. Auflerdem ist die minimierende Kurve nicht unbedingt eindeutig, wie das Beispiel
der euklidischen Sphére von Radius R zeigt. Hier treffen sich alle Geodétischen durch den
Nordpol zum ersten Mal im Siidpol wieder und jedes von diesen geodétischen Stiicken
besitzt die minimale Linge mR. A

Bemerkung 4.55. Wie der Beweis von Satz4.52| verdeutlicht, ist es genug &, D BT;’M zZu
fordern, um die Existenz einer minimalen Geodatischen von p nach ¢ zu gewéhrleisten. A

Beweis. Wir fithren zuerst die folgende Definition fiir beliebige Punkte pg, p1 € M. Es sei
v : [to, t1] — M eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve mit y(ty) = po. Wir sagen,
dass =y eine nach p; gerichtete Kurve (mit Anfangspunkt py) ist, falls

(a) 7 eine minimierende Geodétische ist;

(b) die Punkte py = (o), v(t1), p1 kollinear sind: d,(po, p1) = dy(po,v(t1)) + dg(7v(t1), p1)-

Nach Bedingung (a), der Dreiecksungleichung und der Tatsache, dass || = 1 gilt d,(po, 7(t1)) =
L,(y) = (t1 — ty), sodass wir Bedingung (b) als

(b) dy(po, p1) = (1 = to) + dy(7(t1), 1)

schreiben kénnen. Wir bemerken, dass wenn ¢ — tg = dy(po, p1), dann dy(y(¢1),p1) = 0,
was y(t1) = p; impliziert und 7 eine minimierende Kurve von py nach p; ist.

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir mit dem echten Beweis anfangen. Wir setzen
D := d,(p, q) und wir nehmen einen abgeschlossenen geoditischen Ball B.(p). Wenn D < €
existiert eine minimierende Geodétische nach Satz Es sei dann D > e, sodass ¢ ¢

B.(p). Die Funktion d,(-,q) : Se(p) — (0, 00) ist stetig. Da S.(p) kompakt ist, existiert ein
minimierender Punkt p. € S(p):

dy(pe, q) = uin_ dy(p', q)- (4.26)

Wir nehmen v := Lexp,*(p.), sodass |v], = 1. Wir betrachten die Geoditische ~, : I, —
M. Da &, = T,M folgt es, dass I, = R und wir behaupten, dass ,|j,p) eine minimierende
Kurve von p nach ¢ ist. Zu diesem Zweck betrachten wir die Menge

T :={t €[0,D] | 7|0y ist nach ¢ gerichtet}.

Dat — dy(p,7u(t)), t = dg(Vs(t),q), und t — Ly(7]j0,q) stetige Funktionen sind, sehen wir,
dass T eine abgeschlossene Teilmenge von [0, D] ist. Es sei dann 7' := max 7. Wir wollen
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nun zeigen, dass 7' = D, eine Eigenschaft, die impliziert, dass 7,|j,p) minimierend von p
nach ¢ ist.

Als ersten Schritt zeigen wir, dass T' > € gilt. Nach Satz ist Yy |j0,q minimierend
von p nach p,, also gilt (a). Um (b’) zu zeigen, nehmen wir v : [0,1] — M mit v(0) = p
und (1) = ¢ beliebig. Da ¢ ¢ B.(p) gilt, existiert ein ¢ € [0, 1] mit v(t) € S.(p). Nach der
Definition von p. haben wir

Lg(v) = Ly(l0,9) + Lg(Y|ie,1y) = € +dg(7(t),q) > € + dyg(pe, @) = € + dg(7]0,q(€), q)-

Da 7 beliebig war, bekommen wir (b’) aus der Definition der Abstandsfunktion.

Es sei nun per Widerspruch angenommen, dass T' € [e, D). Wir setzen pr := 7,(T). Da
T < D gilt, ist pr # q und wir nehmen Bs(pr), sodass ¢ ¢ Bs(pr). Wie vorher finden wir
prs € Ss(pr) und vy = %eXp;Tl (prs), sodass v, : [0,] — M eine nach ¢ gerichtete Kurve
mit Anfangspunkt pp ist. Wir behaupten nun, dass v, |jo,r)*7., eine nach ¢ gerichtete Kurve
mit Anfangspunkt p ist. Wenn die Behauptung stimmt, ist v, |j,77%7v, eine Geodétische mit
Tangentialvektor v in ¢t = 0, also gilt v, |j0,7+6] = Yl[0,7] * Yor» s0dass wir die Widerspruch
maxT =T < T+ € T bekommen. Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Wir beweisen
erst (b’):

dg(p,q) =T+ dy(pr,q) =T+ 0+ dy(prs,q) =T + 0+ dg((Voljo,r] * Yor ) (T + ), q). (4.27)

Wir beweisen dann (a) mit Hilfe von (4.27) und der Dreiecksungleichung fiir die Punkte

papT,§7q:
dg<papT,§) 2 dg(pa Q) - dg(pT,67Q> =T + 0= Lg(VU’[O,T] * vaT)-

Das heif3t, dass die Kurve %|[0,T} * v, minimierend ist. Da sie auch nach der Bogenldnge
parametrisiert ist, folgt nach Folgerung [4.49, dass sie eine Geodétische ist. Die Behauptung
ist bewiesen und somit den ganzen Satz. [

4.9 Der Satz von Hopf-Rinow

Es bleibt nun die Frage offen, wann &, = T),M fiir einen Punkt p € M gilt und ob diese
Eigenschaft auch £, = Ty M fiir die anderen Punkte p’ € M impliziert. Der Schliissel ist
der Begriff von Cauchy-Folgen und metrische Vollstandigkeit.

Definition 4.56. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (p;) € M heifit Cauchy-
Folge, wenn fiir alle € > 0 ein Index i, existiert, sodass

d(pi,p;) < €, Vi, j > .. (4.28)

Ein metrischer Raum heifit (metrisch) vollstandig, falls alle Cauchy-Folgen konvergieren.

A

Bemerkung 4.57. Es sei (p;) eine Cauchy-Folge. Dann ist (p;) genau dann konvergent,
wenn eine Teilfolge (p;;) von (p;) konvergent ist. Das folgt leicht aus (4.28). A

66



Bemerkung 4.58. Es sei M ein topologischer Raum M und dy, ds zwei Abstandsfunk-
tionen auf M, welche die Topologie von M induzieren. Es gibt Beispiele, wobei (M, d;)
vollstandig ist und (M, dy) nicht. Zum Beispiel ist (R, |-—-|) vollstandig, aber ((—1,1), |-—-|)
nicht. Trotzdem gibt es ein Homéomorphismus F : R — (—1,1), sodass (R, |F(-) — F(+)])
nicht vollstandig ist.

Das zeigt, dass im Allgemein die Vollsténdigkeit eine metrische und nicht eine topolo-
gische Figenschaft ist. Das hat aber eine wichtige Ausnahme: Wir sehen namlich im Satz
[4.59] dass alle Abstandsfunktionen auf M vollsténdig sind, falls M kompakt ist. A

Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium fiir die Vollstdndigkeit eines metrischen
Raums.

Satz 4.59. Es sei (M,d) ein metrischer Raum und p € M ein Punkt, sodass alle abge-
schlossenen, metrischen Billen von M mit Mittelpunkt p kompakt sind. Dann ist (M, d)
vollstindig.

Bemerkung 4.60. Das Kriterium ist nicht notwendig. Man nehme M = C°([0, 1], R) mit
der Supremum-Norm. AN

Bemerkung 4.61. Die Bedingung, dass alle abgeschlossenen metrischen Bélle von M mit
gegebenem Mittelpunkt p kompakt sind, ist gleichbedeutend zur Bedingung, dass alle abge-
schlossenen metrischen Bélle von M mit beliebigem Mittelpunkt kompakt sind. Denn, wenn
p' € M, gilt nach der Dreiecksungleichung, dass {¢ € M | d(p/,q) < ¢} eine abgeschlossene
Teilmenge der kompakten Teilmenge {q € M | d(p,q) < d(p,p’) + ¢}. Da abgeschlossene
Teilmenge von kompakten Riaumen wieder kompakt sind, folgt die Aquivalenz. A

Beweis. Es sei (p;) eine Cauchy-Folge. Wir wéihlen ein beliebiges € in (4.28) und setzen

0 1= max {d<pap1)a s 7d(p7pis—l)7 d(papze) + 6}

Dann gilt (p;) C {¢ € M | d(p,q) < §} und (p;) besitzt eine konvergente Teilfolge denn
{¢g € M | d(p,q) < ¢} ist nach Voraussetzung kompakt. Wir leiten aus Bemerkung |4.57
her, dass (p;) konvergent ist. ]

Wir sind nun bereit, die Bedingung &, = T, M in Verbindung zur metrischen Vollstandig-
keit zu setzen.

Satz 4.62 (Hopf-Rinow). Es sei (M, g) eine R-Mannigfaltigkeit. Die folgenden Bedingun-
gen sind dquivalent:

(a) es gibt p e M mit &, =T,M;
(b) fir allep e M gilt £, = T,M, d.h. alle Geoditischen sind fir alle Zeiten definiert;
(c) (M,d,) ist metrisch vollstindig ist;

(d) die abgeschlossenen metrischen Bdillen von M sind kompakt.
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Beweis. Wir zeigen die Kette von Implikationen (d) = (¢) = (b) = (a) = (d). Die
Implikation (d) = (¢) wurde in Satz bewiesen. Wir zeigen nun (¢) = (b). Es sei
v € TM beliebig und =, : I, — M die maximale Geodétische mit Anfangsvektor v. Es
sei per Widerspruch angenommen, dass I, N [0,00) = [0,7) fiir T' < oco. Wir nehmen eine
monoton steigende Folge (¢;) € [0,7) mit ¢; — T'. Dann gilt fiir i < j

dg((t:),7(8)) < Lg(Ylei.151) = [0l (t; — 1),

sodass (7y(t;)) eine Cauchy-Folge ist. Nach (c) besitzt diese Folge einen Limes p € M. Es sei
W eine gleichméfige Normalumgebung von p, sodass es § > 0 mit der Eigenschaft gibt, dass
inj, (M, g) > 0 fiir alle ¢ € W. Wir nehmen ein Index 4, sodass y(t;) € W und T' — t; < |%|.
Dann existiert die Geodétische 75, ) : [0,d/|v]] — M. Daher ist 7,|(0,] * s, ) eine
Geodatische auf dem Intervall [0,¢; +6/|v|] D [0, 7] mit Anfangsvektor v. Das widerspricht
die Definition von 7" und wir schlieflen, dass [0,+o00) C I,. Auf &hnlicher Weise zeigen
wir, dass (—o00,0] C I,, sodass I, = R. Da v € TM beliebig war, sehen wir, dass alle
Geodaétischen fiir alle Zeiten definiert sind. Das zeigt (b).

Die Implikation (b) = (a) ist unmittelbar und es bleibt (a) = (d) zu beweisen. Es sei
p € M mit &, = T,M. Nach Bemerkung ist es genug zu zeigen, dass fiir alle 6 > 0 der
metrische Ball {¢ € M | dy(p,q) < 0} kompakt ist. Es sei ¢ € M, dann existiert nach Satz
ein v € T,M und eine Geodétische v, : [0,1] = M mit d,(p, q) = Ly(7) = |v|. Also
gilt ¢ = exp,(v) und [v| = dy(p, q). Es folgt, dass

{g€ M | dy(p,q) <8} C exp,(B;"™).

Die Menge expp(B(;TpM) ist kompakt als stetige Abbildung der kompakten Menge B(STPM.
Daher ist der Ball {g € M | d,(p,q) < ¢} auch kompakt denn er ist eine abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge. [

4.10 Geodéitische Vollstindigkeit

Definition 4.63. Wir sagen, dass eine PR-Mannigfaltigkeit (M, g) geodétisch vollstéandig
ist, wenn das Vektorfeld I' vollstidndig ist (das heifit 7, = R fiir alle maximalen Geodéti-
schen). A

Aus dem Satz von Hopf-Rinow bekommen wir das folgende Resultat.
Folgerung 4.64. Eine kompakte R-Mannigfaltigkeit (M, g) ist geoddtisch vollstindig. [

Bemerkung 4.65. Wir sehen im Blatt 7, dass die Aussage in Folgerung fiir allgemeine
PR-Mannigfaltigkeiten nicht gilt: Es existiert eine kompakte PR-Mannigfaltigkeit, die nicht
geodétisch vollstdndig ist. A

Wir wollen nun verstehen, ob sich die geodétische Vollstdndigkeit durch Abbildun-
gen zwischen PR-Mannigfaltigkeit vererbt. Wir betrachten zuerst den Fall einer isometri-
schen Tmmersion F : (N, ¢") — (M, ¢g™). Da F(N) nur eine Teilmenge von M ist, haben
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wir keine Chance aus der Vollstindigkeit von (N, ¢g") die Vollstindigkeit von (M, g™) zu
schlieBen. Es sei dann angenommen, dass (M, g™) vollstéindig ist. Auch in diesem Fall
die im Abschnitt 5.4 in DG1 definierte injektive Immersion mit abgeschlossenem Bild
F: (—m,m) — (R? gge) zeigt, dass (N, g¢") nicht immer vollstindig ist. Auch wenn wir
nur Einbettungen F' betrachten, haben wir das Beispiel von ((0,1),gr) C (R, gr), wobei
((0,1), gr) nicht vollstandig ist. Wenn schliefilich F eine Einbettung mit abgeschlossenem
Bild und (M, g™) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist, haben wir ein positives Resultat,
das im Aufgabenblatt 7 bewiesen wird.

Satz 4.66. Es sei F' : (N,g") — (M, g") eine Riemannsche Einbettung, sodass F(N)
abgeschlossen in M ist. Wenn (M, g™) vollstindig ist, dann ist auch (N, g") vollstindig.
Insbesondere sind abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten von vollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten wieder vollstindig. O]

Bemerkung 4.67. Der obige Satz ist falsch fiir PR-Mannigfaltigkeit. Wir wissen namlich,
dass jede PR-Mannigfaltigkeit in einem flachen Raum (R™ "2, ggnin, ) eingebettet werden
kann. Das gilt auch fiir den Clifton—Pohl Torus vom Blatt 7. Das ist aber eine kompakte
unvollstdndige PR-Mannigfaltigkeit. Daher ist ihr Bild durch eine Einbettung kompakt
und somit abgeschlossen. A

Wir betrachten nun die geodétischen Vollstéandigkeit, wenn wir eine PR-Submersion F' :
(M, §) — (M, g) haben. Wenn (M, g) vollstéindig ist, ist (M, §) nicht unbedingt vollstindig.
Man nehme zum Beispiel (M, §) = (M x (0,1), gar + gr). Wir sehen aber im Blatt 7, dass
die Umkehrung gilt.

Satz 4.68. Es sei F': (M,§) — (M, g) eine PR-Submersion. Wenn © € TM horizontal
ist und v := dF -0, dann ist Y5(t) horizontal fir alle t € I und

71)‘11; =Fo Yo, If) C [v'
Insbesondere gilt die Implikation: (M,f]) vollstindig = (M, g) vollstindig. ]

Fiir den Fall von PR-Uberlagerung ist die Vollstandigkeit von (M, ¢) und (M, §) tatséchlich
dquivalent.

Satz 4.69. Es sei F : (M,§) — (M,g) eine PR-Uberlagerung. Es sei p € M, v € TﬁM
mit v := dzF - 0. Dann F oy ist eine Geoddtische mit Anfangsvektor v. Umgekehrt ist die
topologische Hochhebung 7, von -y, mit 4,(0) = p eine Geodditische mit Anfangsvektor v.

Daraus folgt I, = Iy und die Aquivalenz: (M, §) vollstindig <= (M, g) vollstindig.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Hilfssatz [1.21] Die zweite Aussage ist eine unmittelbare
Folgerung davon. ]

Mit Hilfe des Satzes von Hopf-Rinow haben wir ein besseres Resultat fiir Riemannsche
Mannigfaltigkeiten: wenn (M, §) eine vollstéindige R-Mannigfaltigkeit und F : (M, §) —
(M, g) eine lokale Isometrie ist, dann ist F' automatisch eine Uberlagerung und wir kénnen
den Injektivititsradius von (M, §) durch den von (M, g) abschitzen.

69



Satz 4.70. Es sei (M,§) eine vollstindige R-Mannigfaltigheit und F (M,5) — (M, g)
eine lokale Isometrie. Dann ist F' eine R-Uberlagerung. Auferdem gilt fiir alle p € M:

inj;(M,§) > inj,(M,g),  dy(p,p) > 2inj,(M,g),  Vp,p € F ' (p), p#£7.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (M, g) vollstéindig ist. Es sei p € M und p := F(p). Es sei
veT,Mund v € TI;]\Z mit d;F'-0 = v. Dann ist Fo; eine Geodétische mit Anfangsvektor
v. Daher: I, D I; = R. Da v € T,M beliebig war, folgt, dass £, = T,M. Nach dem Satz
von Hopf-Rinow ist (M, g) vollstandig.

Wir zeigen nun, dass F' surjektiv ist. Es sei ¢ € M beliebig. Da &, = T, M gilt, existiert
eine Geoditische v, : [0,1] — M mit 7,(0) = p und 7,(1) = ¢q. Es sei & € T;M mit der
Eigenschaft, dass v = d;F" - 0. Da M vollsténdig ist, ist [; = R. Dann ist F o 7; eine
Geodétische mit Anfangsvektor v. Daher: F o v3|01] = 7, und F(y5(1)) = 7,(1) = ¢. Da
q € M beliebig war, sehen wir, dass F' surjektiv ist.

Nun sei p € M beliebig. Wir zeigen, dass injﬁ(M,g) > inj,(M, g). Wir nehmen r > 0,
sodass B,(p) ein geoditischer Ball fiir g ist. Da (M, §) vollstindig ist, wissen wir nach
Satz @, dass F o exp; = exp,odsF : TﬁM — M. Da F eine lokale Isometrie ist, gilt

dﬁF(BgﬁM) — B/*"_ Wir haben das kommutative Diagramm

Foexp; | 581
B,

BTM B,(p)
dﬁFl /
phM Pp | plrM

Da dF und exp, | prpm Diffeomorphismen sind, ist auch F' o exp; ein Diffeomorphismus.

TﬁM)

Wir schlieen daraus, dass exp;(B; C M offen ist und dass

exp; : BT — expy(BIM),  F :expy(BIM) — B, (p)

Diffeomorphismen sind. Daher ist expp-(BrT’S M) = B,(p) ein geodétischer Ball von Radius
r. Da r <inj,(M, g) belibig war, folgt die Ungleichung iiber die Injektivitatsradii.

Es sei nun p' € F~1(p) mit p’ # p. Wir zeigen die Ungleichung dg(p, p') > 2inj,(M, g).
Es sei per Widerspruch angenommen, dass dg(p, p') < 2r, wobei B, (p) ein abgeschlossener
geodatischer Ball ist. Nach der Vollstéandigkeit von (M ,§) existiert eine nicht-konstante
Geoditische 7 : [0,1] — M mit v(0) = p, v(1) = § und Ly(7y) = dg(p, ') < 2r. Dann ist
d := F o+ eine nicht-konstante Geodétische auf M mit §(0) = p = §(1) und

Ly(0) = Ly(vy) < 2r.
Das heift, dass 0 nicht in B, (p) enthalten ist. Ansonsten wére
0= dy(p, p) = dy(6(0),6(1)) = 1+ [3(0)| > 0.
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Dann existiert ¢ € [0, 1] mit 6(¢) € S,(p), sodass wir den Widerspruch
Ly(8) > dy(6(0),5(t)) + dy(6(t),6(1)) = +7 = 2r

bekommen.
Wir konnen nun den Beweis, dass F' eine Uberlagerung ist, leicht abschliefen. Wir
behaupten, dass B,.(p) eine trivialisierende Umgebung fiir F' ist. Wir zeigen zuerst, dass

F'B.m)= |J B®. (4.29)

pEF~1(p)

Wir haben gezeigt, dass F' : B,.(p) — B,(p) ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist die
rechte Seite in der linken Seite enthalten. Es sei nun ¢ € F'~*(B,(p)). Dann F(q) € B.(p).
Daher existiert v, : [0, 1] — M eine Geodétische mit 7,(0) = ¢, 7,(1) = p und L,(7,) < r.
Wir betrachten v € TqM mit v = dgF" - 9. Dann ist ;5 eine Geodétische mit F o v = 7,
und Ly(vs) = Ly(v,) < 7. Es folgt, dass p := 43(1) € F~1(p) und d3(p, q) < Ly(vs) < 7.
Nach Satz ist ¢ € B.(p). Wir haben somit gezeigt, dass die linke Seite von in
der rechten Seite enthalten ist. Das zeigt die Gleichung . Es bleibt nur zu zeigen, dass
die Mengen auf der rechten Seite paarweise disjunkt sind. Wenn ¢ € B,.(p) N B,.(p') wire,
folgt aus Satz , dass dg(p,p’) < 2r ist, was dg(p, p') > 2inj,(M, g) widerspricht. O

Bemerkung 4.71. Dieses Resultat wird eine zentrale Rolle im Satz von Cartan-Hadamard
iiber die Topologie von R-Mannigfaltigkeiten nicht-positiver Kriimmung spielen. A

Nach dem Satz von Hopf-Rinow wissen wir, dass fiir jedes Paar von Punkten p,q in
einer vollstdndigen R-Mannigfaltigkeit (M, g) eine minimierende Geodétische v, von p nach
q existiert. Das heifit, dass

Lg(7) = min Ly(y),

vECh,q

wobei C,,, = C, (M) die Klasse von Kurven bezeichnet, die von p nach ¢ laufen.

Die Klasse C), lédsst sich mit Hilfe der Topologie von M aufteilen. Wir definieren
namlich eine Aquivalenzrelation ~ auf C,,q wie folgt: wir schreiben vy ~ 7, wenn eine
stiickweise glatte Homotopie I' : [0, 1] x [0, 1] — M existiert, sodass wenn wir I'; ;= I'(s, ) :
[0,1] — M fiir alle s € [0, 1] setzen, dann gilt

[y €Chy Vse|0,1], o=, I'' =m.

Definition 4.72. Es sei [C,,] der Quotientenraum von C, , beziiglich ~. Eine Aquivalenz-
klasse h € [C) 4] heifit Homotopie-Klasse von Kurven von p nach g¢. A

Wir geben nun eine kurze Beschreibung der Eigenschaften von Homotopie-Klassen von
Kurven. Es gilt:

(a) Wenn § : [0,1] — M eine stiickweise glatte Kurve mit 6(0) = ¢ und 6(1) = ¢ ist,
bekommen wir eine Bijektion

Cpq = Cpgs 7> %0,

die die Aquivalenzrelation ~ erhélt.
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(b) Wenn wir p = ¢ nehmen, dann ist [C},,] mit der Verkettungsoperation die Fundamen-
talgruppe m (M, p) von M mit Basispunkt p.

(¢) Wenn F': M — N eine glatte Abbildung ist, dann liefert
Crq = Cr@p).F); v Foy

eine Abbildung, welche die Aquivalenzrelation erhélt.

Es folgt, dass wenn M einfach zusammenhéngend ist (also ist 71 (M, p) die triviale Gruppe),
dann gibt es genau eine Homotopie-Klasse von Kurven von p nach ¢ fiir alle p,q € M.
Diese Tatsache lasst uns Homotopie-Klassen von Kurven von p nach ¢ auf M leicht durch
Homotopie-Klassen von Kurven auf der universellen Uberlagerung F' : M — M von M
beschreiben.

Wir erinnern uns zu diesem Zweck daran, dass eine Uberlagerung F : M — M universell
heifit, wenn 71 (M, p) die triviale Gruppe ist. Wenn wir p € F~1(p) festhalten, gibt es eine
Bijektion

FilCod = Fa),  f(0])=7(1),
wobei 7 : [0, 1] — M die Hochhebung von v € C, , mit 7(0) = j ist. Die Inverse ist gegeben
durch f~1(g) = [F o 7], wobei ¥ ein beliebiges Element von Cj; ist. Die Inverse f~! ist
wohldefiniert denn M ist einfach zusammenhéngend.

Fiir alle h € [C, ] ist

h — Cp"f(h), Y = ’y,

eine Bijektion, wobei ¥ die eindeutige Hochhebung von «y in Cj f(p) ist. Die Inverse Cj rny —
h ist durch 4 — F oy gegeben.

Nach diesen topologischen Vorbereitungen sind wir bereit die Geometrie ins Spiel zu
bringen.

Satz 4.73. Es sei (M, g) eine vollstindige R-Mannigfaltigkeit. Fir alle p,q € M und alle
h e C,,/ ~ existiert eine Geoddtische y, € h, sodass

Lg(y0) = min Ly (7).

Beweis. Es sei F : (M) — M die universelle Uberlagerung von M. Wir setzen § := F*g,

sodass F' : (M g) (M, g) eine R-Uberlagerung ist. Nach Sat21st (M, §) vollstéindig.
Nach Satz (4.52| existiert eine Geodétische v € Cypn), sodass Lg(vs) = minsec;,,, La(9)-
Dann ist v, := F o v; € h die gesuchte Geoditische. Wir haben ndmlich

Ly(7) = Ly(7s) = L; L
o) = L) = mmin L(7) = min L(7),

wobei die Identitat L,(y) = Lg(§) fiir eine Kurve und ihre Hochhebung gilt, da F eine
lokale Isometrie ist. O
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Neben dem Fall von Homotopie-Klassen von Kurven von p nach ¢ kann man Geodéti-
sche mit minimierender Lénge in weiteren Klassen von Kurven suchen. Wir erwidhnen
hier eine andere Mdoglichkeit aber aus zeitlicher Griinden geben wir nicht alle Details des
Beweises.

Definition 4.74. Es sei Cscn = UpensCpp die Menge aller Schleifen auf M. Wir definieren
die Aquivalenzrelation ~ auf Csuy wie folgt. Es gilt 7o ~ 71, wenn eine Homotopie T :
[0,1]> — M existiert, sodass I'y € Csqy und Ty = 79, Ty = 7. Eine Aquivalenzklasse in
Csent heilt freie Homotopie-Klasse von Schleifen auf M. Die freie Homotopie-Klasse, welche
die konstanten Schleifen enthilt, heifit die triviale Homotopie Klasse. A

Aufgabe 4.75. Zeigen Sie: Eine Kurve v € Csq, gehort zur trivialen Klasse genau dann,
wenn [y] das Identitdtselement von (M, ~(0)) ist. A

Bemerkung 4.76. Fiir alle p € M erhilt die Inklusion C,, — Csc die Homotopie-
Klassen A

Es sei nun (M, g) eine vollstandige Mannigfaltigkeit und h € Cgqy eine freie Homotopie-
Klasse von Schleifen. Wir fragen uns, ob d € h existiert, sodass

L,(0) = inf Ly().
Wenn h trivial ist, ist die Antwort nicht so interessant: die Kurven ¢ mit dieser Eigenschaft
sind genau die konstanten Schleifen. Es sei dann h nicht trivial. Wir wollen eine Folge
0; € h betrachten, sodass
lim ,(6) = inf L,(7).

Wir konnen annehmen, dass die Kurven §; = ~,, Geodétische sind, wobei v; € T'M mit
|vi| = L,(6;) ist. Denn wir kénnen §; mit der Geodétischen -, mit minimaler Lange in
hi € [Cyp,p,]) ersetzen, wobei p; == 0;(0) = 6;(1) und h; = [§;] € [C),,,], die von Satz [1.73]
gegeben wird. Die Kurven +,, gehéren dann zu A nach Bemerkung 4.76|

Die Idee ist nun, dass wenn der Limes v := lim;_,,, v; existiert (hier betrachten wir
TM als metrischer Raum), dann ist 7, eine Kurve in A mit minimaler Lénge (hier ist die
Tatsache, dass die Lénge minimal ist, klar, wihrend die Tatsache, dass 7, in h liegt, einen
Beweis bréuchte, den wir hier nicht geben kénnen). In diesem Fall behaupten wir, dass
v =%,(0) =4,(1), I, = R und die Kurve 7, : R — M ist 1-periodisch v, (t + 1) = 7,(t) fiir
alle t € R.

Um die Behauptung zu zeigen, betrachtet man die Kurve § € h mit verschobenem
Anfangspunkt:

vt +1/2) fiirt €[0,1/2]
o0 = {%(t —1/2) firte[1/2,1]

Da L,(0) = Ly(7,) = inf e, Ly(7) ist 6 auch eine Geodétische. Insbesondere ist sie glatt
fur t = 1/2, was 4,(1) = 4,(0) impliziert.
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Also sehen wir, dass wenn der Limes v existiert, bekommen wir eine periodische Geodéti-
sche, die die Lénge in h minimiert. Allerdings muss der Limes v nicht unbedingt existieren.
Man nehme zum Beispiel als (M, g) einen Kegel ohne Scheitel und als h die Klasse von
Kurven, die einmal um den Scheitel laufen. Dann konvergieren p; := v,,(0) zum Scheitel
und daher ist die Folge v; nicht in T'M konvergent. Wenn die Punkte p; konvergieren, kann
man zeigen, dass die Vektoren v; auch konvergieren. Da wir die Konvergenz nur bis auf
Teilfolgen brauchen, sehen wir, dass die Kompaktheit von M genug ist, um die Existenz der
minimierenden Schleife in h zu gewéhrleisten. Wir kommen somit zum folgenden Resultat.

Satz 4.77. Es sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und h € Csay eine
nicht triviale Klasse. Dann existiert eine (nicht konstante) Geoddtische v, : [0,1] — M in
der Klasse h, sodass 4,(0) = 4,(1) und

Lg(vy) = iré;fz Lg(7). O

Bemerkung 4.78. Nach dem obigen Satz konnte man sich fragen, ob auf einer kompakten
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) eine nicht konstante periodische Geodétische in der
trivialen Klasse von Schleifen existiert. Im Allgemein stimmt diese Aussage nicht, wie
das Beispiel von (T, gr1) zeigt. Wenn allerdings die triviale Klasse die einzige Klasse von
Schleifen auf M ist (das heiBt: M ist einfach zusammenhéngend) dann zeigt ein schéner
Satz von Fet and Lusternik die Existenz einer nicht konstanten periodischen Geodétischen.
Als Beispiel dient hier die euklidische Sphére (S™, ggn) fiir n > 2 mit ihren Groflkreisen. A

5 Orientierung und Integral von Formen

Wir haben eine Riemannsche Metrik benutzt um Kurven (1-dimensionale Untermannig-
faltigkeiten) durch die Lange (das 1-dimensionale Volumen) zu messen. Wir wollen nun
sehen, dass man auch hoherer dimensionalen Untermannigfaltigkeiten ein Volumen zuord-
nen kann. Das kann leichter gemacht werden, wenn die Untermannigfaltigkeit orientierbar
ist (fiir nicht orientierbare Mannigfaltigkeiten verweisen wir auf das Ende des Kapitels
16 in Introduction to Smooth Manifolds von Lee). Daher wollen wir erst den Begriff von
Orientierung einfithren. Wir fangen an, die Definition auf Vektorrdumen zu geben. Dann
verallgemeinern wir diese auf Vektorbiindel £ — M. Wenn E = T'M bekommen wir die
Definition der Orientierung von Mannigfaltigkeiten.

5.1 Orientierung auf Vektorrdumen
Definitionen

Es sei V ein reeller Vektorraum der Dimension k£ > 1. Wir schreiben

By :={u = (ui,...,u) Basis von V}.
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Es seien u = (uy,...,u;) und v = (vq, ..., v;) Elementen von By . Dann existiert eindeutig
eine Matrix A% € GLi(R), welche die Vektoren wu; in der Basis v; darstellt:
k .
wi =Y (A
j=1
Auf dquivalenter Weise transformiert die Matrix Ay, die Koordinaten eines Vektors w € V/
beziiglich u in die Koordinaten von w beziiglich v.
Wir sagen, dass u und v gleich orientiert sind und schreiben u ~ v, genau dann, wenn

det Ay >0
ist. Wenn w € By, eine weitere Basis ist, gilt
AW = AV AL (5.1)
Daher folgt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Wenn u = (uq,...,u) eine Basis ist, dann ist @ := (—uq, ug, ..., u;) eine Basis und
det AY = —1. Das impliziert, dass die Quotientenmenge
[Bv] = {[u], [u]},

zwei Elemente besitzt. Die Gruppe S° := {+1, —1} wirkt auf der Menge [By] durch Per-
mutationen. Also wirkt +1 als die Identitéit von [By] und —1 als die Permutation, die die
zwei Elemente von [By] umtauscht. Wenn o ein Element von [By] ist, dann schreiben wir
—0:=(—1) - 0, um die Notation zu erleichtern.

Definition 5.1. Ein Element o von [By ] heifit Orientierung auf V. Wenn u € o (bzw. u €
—0), sagen wir, dass u eine positiv (bzw. negativ) orientierte Basis von (Vo) ist. A

Man kann untersuchen, wie sich algebraische Operationen auf Vektorrdume mit der Ori-
entierung verhalten. Wir betrachten hier nur zwei Fille, die fiir uns wichtig sind: Wirkung
von linearen Isomorphismen und direkte Summe von Vektorrdumen.

Lineare Isomorphismen
Wenn F': Vi — V, ein linearer Isomorphismus ist, dann erhélt die Abbildung
F~': By, — By, F uy, .. u) = (F g, F o) (5.2)
die Aquivalenzrelation ~, da A?jﬁ = AY. Also bekommen wir eine Quotientenabbildung
F~': [By] — [By]
die mit den S°-Wirkungen kommutiert.

Definition 5.2. Es seien (Vi,0y,) und (V2,o0y,) orientierte Vektorrdume. Ein Isomor-
phismus F' : Vi — V5 heifit orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend) wenn
F~loy, = oy, (wenn F~loy, = —oy,). A

Bemerkung 5.3. Der Isomorphismus F' erhélt die Orientierung genau dann, wenn er
positive Basen fiir oy, auf positive Basen fiir oy, abbildet. A
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Direkte Summen

Es seien V1, V5 Vektorrdaumen der Dimension k1, ks und sei V' = V; @V, die direkte Summe.
Dann haben wir eine injektive Abbildung

@ : By, x By, = By, (W, v) > u®v:i=(ug,..., U, V1, Uky),
Wenn u,u’ € By, und v, v’ € By, Basen sind, dann gilt
AT = AV @AY det(AY @ AY) = det(AY) - det(AY ).

Aus dieser Gleichung folgen zwei Tatsachen: die Quotientenabbildung
@ : [By,] X [By,] — [Bv]
ist wohldefiniert und sie kommutiert mit den S°-Wirkungen. Das heifit:
(€101) B (€202) = €1€62(01 B 02), Ve, e €8% 0, €[By], 0y € [By,], (5.3)

wobei €65 das Produkt von €; und e, in S° bezeichnet.

Also induzieren Orientierungen oy, auf V; und oy, auf V5 eindeutig eine Orientierung
oy, @ oy, auf V. Umgekehrt induzieren aus Orientierungen oy auf V und oy, auf V;
eindeutig eine Orientierung oy, auf V5, sodass

0y = 0y, ) 0y,

Volumenformen

Wir wollen nun mit Hilfe einer Volumenform eine Orientierung auf V' definieren. Wir
betrachten dazu den Vektorraum A*V* der schiefsymmetrischen Multilinearformen w :
VF — R. Dieser Raum hat Dimension 1. Wenn v € By eine Basis von V ist, ist ein
expliziter Isomorphismus A¥V* — R durch w + w(v1,...,v;) gegeben.

Definition 5.4. Eine Volumenform w auf V ist ein Element von A*V*\ {0}. A
Bemerkung 5.5. Da dim A*V* = 1 liefert jede Volumenform eine Basis von A¥V*. A
Wenn u € By eine Basis ist, bekommen wir eine Volumenform

whi=ul AL AR,

wobei u!, ..., u* die Dualbasis von u ist. Wenn v eine weitere Basis ist, haben wir die
Transformationsregel
wY =det Ay - w", (5.4)
da
k k
W¥(ur, . u) = Y e(o) [ (o) = D elo) [ (AL = det Ay,
oEGy i=1 oEGy i=1

und wenn wir u = v einsetzen, finden wir

w(ut, .. uf) =1



Definition 5.6. Es sei w eine Volumenform auf V. Wir setzen
of :={ue€By |wlu,...,u) >0}, o, :={ueBy|wu,...,u) <0}

Dann sind o und o, die zwei Orientierungen auf V. Wir nennen eine Basis in o (bzw. o))
positiv (bzw. negativ) beziiglich w. A

Bemerkung 5.7. Wenn w eine Volumenform ist und a € R nicht null ist, dann ist

. Jof fallsa>0,
" oo fallsa<O0.

. . + _ + _ _ + . .
Es seien wi,...,w; Volumenformen mit of = of = ... = o] . Wenn ay,...,q; positive

Zahlen sind, dann ist w := ), a;w; eine Volumenform und o} = o} =... =0} . A

Bemerkung 5.8. Oben haben wir eine Orientierung auf V' # {0} gegeben. Fiir den Satz
von Stokes ist aber wichtig auch eine Orientierung auf {0} zu definieren. In diesem Fall ist
eine Orientierung ooy einfach ein Element von S° = {41, —1}. Mit dieser Wahl definiert
man, oy oo = 040} 0y, wobei auf der rechten Seite die SY-Wirkung auf [By| zu verstehen
ist. Fiir eine bessere Begriindung warum diese Definition natiirlich ist, verweisen wir auf
die Wikipedia Seite Orientation (vector space): Zero-dimensional case. A

5.2 Orientierung auf Vektorbiindeln

Mit Hilfe des vorherigen Abschnitts wollen wir eine Orientierung auf den Fasern eines
Vektorbiindels ' — M definieren, sodass sie glatt mit dem Punkt variiert. Lokal kénnen
wir immer eine Orientierung durch Rahmen definieren. Um die Orientierung global zu
haben, miissen wir eine Familie von lokalen Rahmen finden, die paarweise gleich orientiert
sind. Ob das gelingt wird vom Vektorbiindel abhéangen.

Definitionen

Definition 5.9. Es sei e = (e, ..., e;) ein Rahmen von E auf U und € = (e}, ..., ¢€}) ein

Rahmen von E auf U’. Wir sagen, dass e und € gleich orientiert sind, falls
e(p) ~ €' (p) € Bg,, VpeUnU'. A

Bemerkung 5.10. Wir schreiben AS : UNU’ — G L. (R) fiir das glatte Matrixfeld, sodass
A (p) = AZ(ES) fiir alle p € U N U’. Anders gesagt ist AS die Ubergangsfunktion zwischen
den Trivialisierungen y und Y/, die zu e und €’ assoziiert sind:

X oxHp.v) = (p, A (p)-v), V(pv)e(UNU) xR

Dann sind e und e’ genau dann gleich orientiert, wenn A¢ iiberall positive Determinante
besitzt. A
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Definition 5.11. Es sei {U,};c; eine Familie von offenen Teilmengen von M und {e®}¢;
eine Familie von Rahmen, sodass e auf U; definiert ist. Wir sagen, dass

(a) {e®};cr global ist, falls die Familie {U;}sc; eine offene Uberdeckung von M bildet;

(b) {e®};c; orientiert ist, falls fiir alle 4,4’ € I die Rahmen e® und e) gleich orientiert
sind.

Zwei globale, orientierte Familien von Rahmen {e®},c; und {f"};; heiBen dquivalent (in
Zeichen {e};c; ~ {fW};c;) wenn fiir alle i € 1,7 € J die Rahmen e® und f() gleich
orientiert sind. A

Definition 5.12. Ein Vektorbiindel £ — M heifit orientierbar, wenn es eine globale,
orientierte Familie von Rahmen {e(};c; zuliisst. In diesem Fall ist eine Orientierung auf
E eine Aquivalenzklasse o0z = [{e(V};c;] von globalen, orientierten Familien von Rahmen.

Fiir alle p € M schreiben wir og, fiir die Orientierung auf £,, die von el (p) fiir ein
beliebiges @ € I mit p € U; induziert wird. Wir sagen, dass eine Basis v € Bg, positiv
orientiert beziiglich og ist, wenn v € o, . JAN

Bemerkung 5.13. Wenn E — M orientierbar ist und oz = [{e};c;] eine Orientierung
ist, existieren genau zwei Orientierungen auf E: op und —op := [{®}ic;]. Das folgt aus
der Tatsache, dass M zusammenhéngend ist (warum?). A

Beispiel 5.14. Ist E — M trivial, dann ist es auch orientierbar, da ein globaler Rahmen
automatisch eine globale, orientierte Familie von Rahmen liefert. Also ist das Tangenti-
albiindel einer Lie-Gruppe orientierbar. Insbesondere ist das Tangentialbiindel des n-Torus
orientierbar. A

Beispiel 5.15. Es sei angenommen, dass Rahmen e und €’ existieren, sodass M = U U U’
und U NU’ zusammenhéngend ist. Dann ist det Agl :UNU" — R eine glatte Funktion, die
den Wert null nicht annehmen darf. Da U N U’ zusammenhiingend ist, ist det AS entweder
immer positiv oder immer negativ. Dann ist £ — M orientierbar denn eine zwischen
{e,€'} und {e, €'} eine globale, orientierte Familie von Rahmen ist. Insbesondere ist das
Tangentialbiindel einer n-Sphére mit n > 2 orientierbar. JAN

Beispiel 5.16. Es sei angenommen, dass Rahmen e und €’ existieren, sodass M = U U U’
und U NU" = Uy U Us, sodass e|y, ~ €|y, und e|y, = €|y,. Dann ist E — M nicht
orientierbar. Ein wesentliches Beispiel dieser Situation ist das Mobiusbiindel, das deswegen
nicht orientierbar ist. A

Lineare Isomorphismen

Es sei nun F : By, — E, ein Biindelhomomorphismus, der eine Abbildung F : M; — M,

hochhebt. Es sei angenommen, dass F, : (F1), — (E2)pg,) ein Isomorphismus fiir alle
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p € M, ist. Wenn e ein Rahmen auf U C M, fiir E, ist, dann ist fe ein Rahmen auf
F~Y(U) fiir By, wobei

Pei(p) = (F,) 7 (ei(F(p))),  VpeFH(U)

Wenn nun {e®},c; eine globale orientierte Familie von Rahmen von FEj, ist, dann ist
{Fe},c; eine globale, orientierte Familie von Rahmen von Ej, weil

Fo(h)

e &
Apewy = Agiy © F

Wir setzen " [{e®};c;] = [{Fe®}ie;] und man kann sehen, dass das eine gute Definition
ist.

Definition 5.17. Es seien (£, 05, ) und (Es, 0g,) orientierte Vektorbiindel. Ein faserweise
linearer Isomorphismus F': £} — Es heifit orientierungserhaltend (bzw. umkehrend), falls
"op,) = o, (bzw. "(0p,) = —op,). A

Bemerkung 5.18. Der faserweise [somorphismus F' erhilt die Orientierung genau dann,
wenn er positive Basen fiir op, auf positive Basen fiir og, abbildet. A

Direkte Summen

Es seien (B}, 0p,) und (Es,0g,) orientierte Vektorbiindel. Wir konnen globale, orientierte
Familien von Rahmen {e®};c; und {f®},c; iiber derselben offene Uberdeckung von M
in den Aquivalenzklassen oz, und op, finden. Dann liefert {e @ f@},c; eine globale,
orientierte Familie von Rahmen fiir £ = E; ® E5. Aulerdem ist die Aquivalenzklasse
dieser Familie nicht von Représentanten {e};c; und {f},c; abhiingig und wir setzen

(2N S O0p, = [{e(l) @ f(l)}lel]

Umgekehrt wollen wir aus einer Orientierung o auf £ = F; ® FE5 und einer Orientierung
op, auf F; eine Orientierung auf F, bekommen. Wir nehmen dafiir

e cine globale, orientierte Familie von Rahmen {g(};c;, die o reprisentiert,
e cine globale, orientierte Familie von Rahmen {e(};c;, die op, reprisentiert,
e cine globale Familie von Rahmen {f®},c; fiir Ey,

sodass die drei Familien iiber derselben offenen Uberdeckung {Ui}ier von zusammenhdngen-
den Mengen definiert sind. Bis auf Ersetzen von f® durch f® kénnen wir annehmen,
dass g” und e @ £ gleich orientiert sind denn die Mengen U; sind zusammenhéngend.
Dann ist die globale Familie {f¥},c; auch orientiert (warum?) und op, @® 0, = 05, wo-
bei 0p, := [{f®};c;]. Es ist auch leicht zu sehen, dass oz, nicht von den Reprisentanten
{e®};cr und {g®};c; abhingt.
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Volumenformen

Wie fiir den Fall von Vektorrdume kann man Orientierungen auf Vektorbiindeln durch
Volumenformen definieren.

Definition 5.19. Eine Volumenform auf einem Vektorbiindel £ — M vom Rang k ist ein
glatter Schnitt von T(A*E*), sodass w, # 0 fiir alle p € M. A

Satz 5.20. Es sei og eine Orientierung auf EE — M. Dann existiert eine Volumenform w
auf E, eindeutig bis Multiplikation durch eine positive Funktion, sodass

0p, =0, , Vpe M. (5.5)

Wp

Umgekehrt sei w eine Volumenform auf E, dann existiert eine eindeutige Orientierung og
auf E, sodass (5.5)) stimmit.

Beweis. Es sei op = [{e”};c;] und betrachten wir die Volumenform
i) . 1 k

Fiir alle p € U; gilt wf.i)(egi) (p),... ,61(;) (p)) = 1. Daher ist

+
W Ep

Wir nehmen nun eine Zerlegung der Eins {p; }ic; beziiglich {U; }ie; und setzen

W= Z piw(i).

el

Es sei p € M. Dann existiert [, C I endlich, sodass p;(p) > 0 genau dann, wenn i € I,,.

Dann gilt
Wp = Z Pi (p)%(f)

i€l

und nach dem zweiten Teil von Bemerkung ist wy, # 0 und ojp = 0p,. Die Eindeutigkeit
von w bis auf Multiplikation durch eine positive Funktion folgt aus dem ersten Teil von
Bemerkung

Es sei umgekehrt eine Volumenform w gegeben. Wir nehmen eine globale Familie von
Rahmen {e("};c;, sodass die Mengen U; zusammenhingend sind. Wir betrachten die glatte
Funktion w(egi), . ,e,(f)) : U; — R. Diese Funktion ist entweder immer negativ oder immer
positiv denn U; ist zusammenhingend. Bis auf Ersetzung von e® durch é® koénnen wir

annehmen, dass die Funktion positiv ist. Das heifit: e (p) € ojp fiir alle p € U;. Dann ist
die Familie {e(};c; auch orientiert. Denn fiir p € U; N U; gilt e (p), e (p) € of; . O
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Bemerkung 5.21. Es sei ' : F; — E5 ein Biindelhomomorphismus, der ein faserweise
Isomorphismus ist und eine Abbildung F' : M; — M, hochhebt. Es sei w, eine Volumenform
auf Es, die eine Orientierung o, liefert. Dann ist “w, definiert als ("w), = (w2) 5, © F
eine Volumenform auf FE;, welche die Orientierung “op, liefert.

Es sei zusétzlich eine Volumenform w; auf E; gegeben, die eine Orientierung op, liefert.
Dann op, = 0, genau dann, wenn “w, = fw fiir eine positive Funktion f : M — (0, 0)
gilt. A

Bemerkung 5.22. Es seien 1, Fy zwei Vektorbiindel auf M. Wir schreiben £ = F; & F»,
sodass wir kanonische Projektionen 7y : E — FE; und m : £ — E5 haben. Wenn wy, wo
Volumenformen auf Ey, E5 sind, die Orientierungen og,, 05, induzieren, dann ist

(Mw1) A (Pw2)

eine Volumenform auf £, welche die Orientierung og, ® 0g, induziert.

Es sei umgekehrt w eine Volumenform auf E, welche eine Orientierung op induziert
und es sei £ trivial mit einem globalen Rahmen e, der eine Orientierung op, induziert.
Dann ist wy definiert durch

U R
2We = Lew = w(€1, .., Ehyy +)
eine Volumenform auf Fs, welche eine Orientierung op, liefert, sodass op = 0p, G op,. A

Nach den obigen Bemerkungen sollte klar sein, dass die Beschreibung von Orientie-
rungen durch Volumenformen einfacher ist, da man nicht mit Familien von Objekten und
mit Quotienten arbeiten muss sondern nur mit einem nirgends verschwindendem Schnitt
des Biindels A¥E*. Die Volumenform w, die eine Orientierung induziert, ist aber nicht
eindeutig, da auch fw fiir f : M — (0,00) positiv die gleiche Orientierung induziert. Im
néchsten Abschnitt werden wir aber sehen, dass wenn das Vektorbiindel £ mit einer nicht
ausgearteten, symmetrischen Bilinearform ¢ versehen ist, dann kénnen wir eindeutig ei-
ne Volumenform finden, welche die gegebene Orientierung liefert und vertréglich mit g in
einem gewissen Sinn ist.

5.3 Die Volumenform eines orientierten pseudoorthogonalen Vek-
torbiindels

In R? ist der euklidische Flicheinhalt (mit Vorzeichen) eines Parallelogramms
Par(v) := {tjv1 + tavs | (t1,t2) € [0,1] x [0,1]}
mit Seiten zwei linear unabhéngigen Vektoren v = (v, vy) € Bge durch

voly, (Par(v)) = |vy| - |vg|sin 6
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gegeben, wobei 6 € R/277Z der von v; und vs eingeschlossene Winkel gegen den Uhrzeiger-
sinn ist. Wenn e; = (1,0) und ey = (0,1) die Standardbasis von R? ist, dann ist es leicht
zu sehen, dass
(Par(v)) = det AS = w® =: w®(v)
gilt, wobei die zweite Gleichung nach der Definition von w® folgt. Also liefert die Volumen-
form w® das euklidische Volumen (mit Vorzeichen) von Parallelogrammen.

Mit Beriicksichtigung dieses klassischen Falles betrachten wir nun einen k-dimensionalen
reellen Vektorraum V' mit einer Orientierung o und einer nicht ausgearteten, symmetrischen
Bilinearform g : V x V' — R. Wenn v € By, dann setzen wir

voly(Par(v)) := w®(v),

voly

wobei e eine positive (beziiglich o), orthonormale (beziiglich ¢) Basis von V' ist. Wir wollen
nun sehen, dass die Definition nicht von der Wahl der positiven, orthonormalen Basis
abhédngt und wollen wir auch eine Formel bekommen, wobei wir w" fiir eine beliebige
positive Basis u von V' benutzen. Zu diesem Zweck erinnern wir uns an die Formel :

w® = det Ay, - w"

und wir wollen det AS als Funktion von ¢g berechnen. Wenn G die Matrixdarstellung von
g beziiglich der Basis u ist, dann gilt nach Definition einer orthonormalen Basis

G = (AT - 5w A,

denn Af, ist die Matrix, die Koordinaten beziiglich u in Koordinaten beziiglich e transfor-
miert.
Wir nehmen die Determinante dieser Gleichung und bekommen

det A% = /| det G|

wobei wir benutzt haben, dass det AS > 0 (da e,u € o), und dass | det 6¢+77)| = 1. Wir

finden daher die Formel
vol,(Par(v)) = /| det G| - w*(v)

und schlieffen, dass die rechte Seite nicht von u € oy abhédngt. Wir definieren die Volu-

menform
vol, := /| det G| - w"

Insbesondere, wenn u auch orthonormal ist, dann |det G| = 1 und w" = vol,. Wir haben
somit das folgende Resultat bewiesen.

Satz 5.23. Es sei (V,0,g) ein orientierter Vektorraum der Dimension k mit einer nicht
ausgearteten, symmetrischen Bilinearform g. Dann existiert eine eindeutige Volumenform
vol, € A*V*, sodass

voly(v) =1,
fiir alle positiven, orthonormalen Basen v. Wenn u eine positive Basis und G die Ma-
trixdarstellung von g in dieser Basis ist, dann gilt die Formel

vol, = /| det G| - w™. O
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Wir kénnen nun diese Uberlegungen auf den Fall von Vektorbiindeln anwenden.

Satz 5.24. FEs sei (E,0,q) ein orientiertes pseudoorthogonales Vektorbindel. Dann exi-
stiert eindeutig eine Volumenform voly auf E, sodass fiir alle p € M und alle positive,
orientierte Basen v € o, die Formel

(voly)p(v) =1 (5.6)
gilt. Wenn e ein positiver orientierter Rahmen auf einer offenen Menge U C M ist, dann

vol, = v/|det G| -e' A... A€ auf U, (5.7)

wobei G die Matrixdarstellung von g beziiglich e ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Formel (j5.6). Fiir die Existenz nehmen wir eine
globale, orientierte Familie {e”} von orthonormalen Rahmen, welche die Orientierung o
liefern (warum kann man eine solche Familie finden?). Dann liefert vol; := e%i) A A e@)

eine Volumenform auf U; die (5.6) erfiillt. Nach der Eindeutigkeit gilt VOI; = vol} auf
UiNU;. Wenn p € M ein beliebiger Punkt ist, dann liefert

(volg)p = vol

die gewiinschte Volumenform, wobei ¢ € I ein beliebiges Index mit p € U; ist. Die Formel

(5.7)) folgt nun unmittelbar aus Satz |5.23] O

Bemerkung 5.25. Wenn g faserweise bilinear und symmetrisch, aber nicht fiir alle p € M
ausgeartet ist, dann liefert einen stetigen, globalen Schnitt von I'(A¥E*), der an den
Punkten, in denen ¢ ausgeartet ist, verschwindet und dort méglicherweise nicht glatt ist
(in treten Wurzel und Betrag von reellen Zahlen auf). A

Wenn wir Satz mit Satz kombinieren, finden wir das folgende Resultat.

Folgerung 5.26. Es sei (E, g) = (E1, 1) ® (E2, g2) die direkte Summe von zwei pseudoor-
thogonalen Vektorbiindeln, wobei die zwei Summanden senkrecht beziiglich g stehen. Wenn
01 und oy Orientierungen auf Fy, Es sind, dann ist

1 2
vol, = "vol,, A ™volg,,

die Volumenform fir (E,og,g), wobei my : E — Ey und my : E — Es die Projektionen
darstellen. Es sei umgekehrt vol, die Volumenform fir (E,o0g,g) und es sei zusdtzlich
angenommen, dass Ey einen globalen, orientierten Rahmen e besitzt. Dann

1

\/|detG1|

wobei G die Matrixdarstellung von g, beziiglich e ist.

™2 —
volg, =

16VOlg, (5.8)
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Beweis. Wir zeigen nun (j5.8)). Es sei dafiir p € M beliebig und v eine positive, orthonormale
Basis fiir (Es),, sodass
vol,, (f) = 1.

Es sei G, die Matrixdarstellung von g beziiglich der Basis e(p) @ v. Dann gilt |det G,| =
| det G (p)| und

(f)

1 1 1
= o) = ——— vol(ef) = ——— . [|det G, =1. O
VIdetGi(p)] © " VIdetGi(p)] * V| det Gi(p)] !

5.4 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Definition 5.27. Eine Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar, falls das Tangentialbiindel
TM — M orientierbar ist. Eine Orientierung 0y, auf M ist dann einfach eine Orientierung
von TM — M. Essei F': (N,oy) — (M, o)) ein lokaler Diffeomorphismus. Wir schreiben
F*o0y; := 40y, Die Abbildung F heifit orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkeh-
rend), falls F*oy; = on (bzw. F*op = —op). A

Bemerkung 5.28. Es seien wy;, wy Volumenform auf M und N mit induzierten Orientie-
rungen 0y, und oy. Nach Bemerkung [5.21] erhélt ein lokaler Diffeomorphismus F : N — M
die Orientierung genau dann, wenn F*wy; = fwy, wobei f : N — (0,00) eine positive
Funktion ist. A

Beispiel 5.29. Es sei 7 : R""! — R"*! die antipodale Abbildung 7(p) = —p. Dann ist

n+1

T*ORn+l = (—1) ORn+1. (59)

Es sei 7gn : S™ — S™ die Einschrinkung von 7 auf S™ C R"*! und es sei v € T(TR"™!|4n)
gegeben durch v(p) = p. Es folgt aus d7(v) = v und Formel (5.9) (warum?), dass

Tgnosn = (—1)n+105n.

Es folgt, dass n ungerade sein muss, falls RP™ orientierbar ist (warum?). Umgekehrt kann
man zeigen, dass RP" fiir n ungerade orientierbar ist. A

Es sei {(Ui, 2(1)) }ier ein Atlas fiir M. Dann liefern die Koordinatenvektorfelder {0y, :=
(895%_), o 7axfi)>}i€ ; eine globale Familie von Rahmen fir TM — M. Es gilt
A% _ g -1
Oxy (@5 02 )),

wobei wir das Differential d(x(;) o :c(’l)l) mit seiner Matrixdarstellung beziiglich der Stan-
dardbasen identifizieren. Die globale Familie {8,((1.)}1-61 ist orientiert genau dann, wenn

det d(z; o 93(_1)1) > 0 fiir alle 7,7 € I. Das motiviert die folgende Definition.
Definition 5.30. Ein Atlas {(U;, z(;)) }ier auf M heifit orientiert, falls
det (d(q:(j) o :c(:)l)) >0, V,1,7 €1. A
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Satz 5.31. Fine Mannigfaltigkeit ist orientierbar genau dann, wenn sie einen orientierten
Atlas zuldsst. In diesem Fall gibt es einen orientierten Atlas fiir jede der beiden Orientie-
rungen auf M.

Beweis. Nach der obigen Diskussion ist M orientierbar, wenn ein orientierter Atlas exi-
stiert. Wir nehmen nun an, dass M eine Orientierung o0,; besitzt ist und betrachten einen
beliebigen Atlas {(U;, z(;)) }ier, wobei U; zusammenhéngend fiir alle 4 € I ist. Bis auf Er-

setzung von x(;) durch 7 := (—m%l.), x%l.), . ,x?i)) konnen wir annehmen, dass axm positiv
beziiglich o, ist. Hier benutzen wir, dass
Osw) = Oxg)-

Das heifit, dass der so entstandene Atlas {(U;, (;)) }ies orientiert ist und die Orientierung
oy liefert. O

Aufgabe 5.32. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass das Tangentialbiindel
T(TM) — TM des Tangentialbiindels von M immer orientierbar ist. Also ist T'M fiir alle
M eine orientierbare Mannigfaltigkeit. JAN

Definition 5.33. Die Volumenform einer orientierten PR-Mannigfaltigkeit (M, 05/, g) ist
definiert als die Volumenform vol, € I'(A"T*M) des Tangentialbiindels (7'M, 0y, g), wie

gegeben in Satz [5.24] A

Die Diskussion iiber die Orientierung einer direkten Summe kann benutzt werden, um
Orientierungen durch PR-Immersionen zuriickzuziehen. Es sei dann (M, 05, g™) eine ori-
entierte PR-Mannigfaltigkeit und F : (N,g") — (M, g") eine isometrische Immersion.
Dann haben wir die orthogonale Zerlegung

FTM, g™y = (Np, M |n) © (TM, g").

Es sei nun angenommen, dass N eine Orientierung oy, besitzt. Dann besitzt auch N eine
Orientierung oy, sodass

Foy = on, @ on.
Wenn N7 einen globalen, orthonormalen Rahmen e besitzt, dann gilt nach Folgerung [5.26

1

V| det G|

wobei G, die Matrixdarstellung von gy, beziiglich e ist.

Als Beispiel fiir die obige Situation nehmen wir N = f~1(c), wobei f : M — R* eine
glatte Funktion und ¢ € R¥ ein reguldrer Wert von f ist. In diesem Fall ist F' : N — M
die Inklusion. Die Gradienten der Koordinaten (gradf’) spannen dann N auf und wir
nehmen an, dass Ny N TN = O7y gilt, sodass ¢V := F*¢gM eine PR-Metrik auf N ist.

Wir bekommen eine Orientierung o, auf dem Normalbiindel Nz aus dem globalen
Rahmen grad f := (gradf!, ..., gradf*). Dann gilt

1

V| det G|
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wobei G, die Matrixdarstellung von gy, beziiglich des Rahmens grad f ist.
Zum Beispiel gewinnen wir fiir £ = 1 die Formel

1
Vl0g(gradf, gradf)|

Bemerkung 5.34. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und v : I — M eine PR-
immersierte Kurve mit Parameter ¢ € I. Dann v*g = g¢,(7,%)d¢* und

vol,y = F*(tgraavolyar). (5.10)

volyg = 1/ |g,(¥,7)|dt. (5.11)
Wenn ¢ Riemannsch ist, bekommen wir zum Beispiel
volyg = |§]4dt.

Wenn ~ nur stiickweise glatt oder nicht iiberall eine PR-Immersion ist, dann liefert
noch eine Art Volumenform (moglicherweise mit Nullstellen und nicht glatt), das nicht von
der Parametrisierung von ~y abhéngt (siche Bemerkung [5.25)). Im Riemannschen Fall kann
man die Lénge einer Kurve als das Integral von dieser verallgemeinerten Volumenform

(siche Bemerkung |5.40)). A

5.5 Integral von n-Formen auf n-dimensionalen orientiertien Man-
nigfaltigkeiten

Wenn wir eine Orientierung o auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M haben, kénnen
wir das iibliche Integral

/Vf(y)dy1 cdy” (5.12)

von glatten Funktionen f : V' — R mit kompaktem Tréger, die auf einer offenen Menge
des euklidischen Raums definiert sind, auf M iibertragen. Hier nehmen wir an, dass der
Trager kompakt ist, da diese Voraussetzung die Integrierbarkeit von f automatisch liefert.

Um diese Ubertragung zu schaffen, benutzen wir wie iiblich die Karten von M. Wir
miissen aber vorsichtig sein, dass die Definition nicht von der Wahl der Karte abhéngt.
Denn in der klassische Theorie der Integrale haben wir die Transformationsregel

//(f o) (x) - |det dyep|dat - ... - da" = /Vf(y)dy1 ..dy™, (5.13)

wobei V' C R™ eine offene Menge und v : V' — V ein Diffeomorphismus sind. Nach der
Transformationsregel fiir n-Formen wissen wir aber, dass

O (fdyt AL Ady™) = (f o)) -detdyp - (dat AL Ada™),

wobei dy' A... Ady™ € T(A"T*V) und dz' A ... Adz™ € T(A"T*V"). Ist det dyp > 0, dann
kénnen wir (5.12) als Integral der n-Form fdy* A ... A dy" interpretieren und die Formel
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sagt uns genau, dass die Definition nicht von der Wahl der Koordinaten abhéngt.
Im néchsten Satz sehen wir, dass eine eindeutige lineare Abbildung existiert, die (|5.12))
fortsetzt, das Integral beziiglich der Orientierung o von n-Formen auf M mit kompaktem
Trager. Wir fithren dazu die Notation

QF (M) :=T(A*T*M),  QF

£ n(M) = {1 € (M) | T(n) ist kompakt},
wobei T'(n) der Tréger von 1 bezeichnet.

Satz 5.35. Es sei (M, 0) eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n > 0. Es exi-
stiert eine eindeutige lineare Abbildung ° [}, : Qomp(M) — R, sodass fiir alle positiv ori-
entierten Karten x : U — V und allen € Q. (M) mit T'(n) C U gilt

komp

0
/n:/fg'oy_ldyl...dyn, (5.14)
M Vv

wobei fY : U — R durch die Formel n = fﬁiydy1 A ... ANdy" definiert wird. Es gelten die
folgenden zusdtzlichen Eigenschaften

(a) Orientierungswechsel: _ofM = - ofM;'

(b) Pullback durch Diffeomorphismen: wenn F': N — M ein Diffeomorphismus ist,
dann

F*o 0
/F*n— /n, V1 € Qomp(M)
N M

n
komp

[ [
/771§ /7}2
M M

und die Gleichheit genau dann gilt, wenn 1y = ns.

(c) Monotonie: es seien 1,1y € €
beziiglich o ist), dann

(M). Wenn ny < no gilt (d.h. no —ny nicht negativ

Beweis. Essein € QF (M). Wenn eine positiv orientierte Kartey : U — V mit T'(n) C U

komp

existiert, dann definieren wir ° [, ;7 durch (5.14). Wenn x : U’ — V" eine zusitzliche Karte
mit T'(n) C U’ ist, dann gilt

n:fg’dyl/\.../\dy":fgdetdx(yox_l)dxl/\.../\da:”,

sodass f¥ = fY det dy(y o x ). Wir bekommen daher nach (5.13), dass
/any oy 'dy'...dy" = /any oy to(yox )| detd(yox 1) |dat... da"
=/, fYoxtdetd(y ox)dz' ... da"
= [ frox7'daz'...da"

Vl
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und daher ist das Integral in diesem Fall wohldefiniert. Aulerdem ist das Integral linear
auf dem Vektorraum aller n € Q| (M) mit T'(n) C U.

Wenn 7 allgemein ist, existieren endlich viele positiv orientierte Karten {(U;, X)) }ier,
sodass T'(1) C UJ,e; Us und wir nehmen eine Zerlegung der Eins {p; }ic; beziiglich {U; }ier.

Dann ist T'(p;n) eine kompakte Teilmenge von U; fiir alle i € I und wir setzen

O/MU:ZZO/M,OW-

el

Wenn {(U},y(;))}jes eine weitere Familie von positiv orientierten Karten mit Zerlegung
der Eins {p/};es, sodass T'(n) C U, Uj, dann

ZU/M/WZZO/MZ/JQMZZZU/Mp;/m:ZZO/Mp;pm

el el jed el jeJ jeJ el

ZZU/MZP}M

jed icl

0
=2 /Mﬂ}n-

jeJ

Also ist das Integral auch in diesem Fall wohldefiniert.

Wir zeigen nun die Eigenschaften (a), (b), (c¢). Die erste Eigenschaft folgt aus der
Tatsache, dass fY = —fY. Die zweite Eigenschaft aus der Tatsache, dass (F~'(U),x o F)
eine positiv orientierte Karte fiir (N, F*o) ist, falls (U, x) eine positiv orientierte Karte fiir
(M, 0) war, und aus der Tatsache, dass

xoF -1 __ rx
F*nOF _fn

fir n € Q. ., (M). Die dritte Eigenschaft aus der Monotonie des klassischen Integrals und

komp
der Tatsache, dass fX < fx. -

Bemerkung 5.36. Nach dem obigen Satz braucht man eine Zerlegung der Eins {p;}icr
um Integralen von n-Formen auf Mannigfaltigkeiten zu berechnen. Allerdings sind die
Integralen p;n normalerweise nicht explizit zu berechnen, da die Funktionen p; komplizierte
Ausdriicke enthalten. Ein Ausweg von diesem Problem ist, von M eine ,kleine“ Teilmenge
N wegzuwerfen, sodass
M\N =| |U;
iel

die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Definitionsbereichen von positiv orientierten
Karten x;) : U; — V; sind. Klein hier heifit, zum Beispiel, dass IV die endliche Vereinigung
von Untermannigfaltigkeiten von M der Dimension k£ < n. Man findet, dass

/anz/Uin:Z/%f;@dml...dx”. A

el el
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Beispiel 5.37. Essei ' C R” ein Gitter mit Basis 71, ...,7, € R", die gleich orientiert wie
der Standardbasis von R™ ist. Wir setzen det I' fiir die Determinante der Matrix {(v)}, die
nicht von der Basis abhéngt (warum?). Wir berechnen nun vol R"/T") = detI'. Wir
betrachten dafiir die Abbildung

ganr (

(0,1)" = R"T,  F(',....a") =) 'y
=1

die ein Orientierungserhaltender Diffeomorphismus auf das Bild ist denn 7, ..., 7, eine po-
sitive Basis von R” ist. Auflerdem ist (R™/T")\ F'((0,1)™) die Vereinigung von Hyperflichen
und daher gilt nach Bemerkung

volgen » (R"/T) = / VOlge r = / (detT)dx'...d2" = detT. A
£((0,1)") o,nn
Beispiel 5.38. Wir betrachten Polarkoordinaten F' : (0,7) x S ! — S™"\ {—e,11,€ns1}
fiir die Sphére. Dann gilt volyy, = (sin6)"~*df A vol,_, . Es gilt

volgg, (S™) = / volg,, = / (sin )"~ 'd@ A voly,
SP\{keni1} (0,7) x §n—1
— vol,,,_, ($") / (sin §)"1do,
0

wobei wir in der letzten Gleichung Produktkarten fiir (0, 7) x S"~! und den Satz von Fubini
benutzt haben. Man kann nun die klassischen Formeln fiir [;(sin#)" 'd6 einsetzen, um
eine rekursive Formel fiir vol,g, (S™) herzuleiten (man fangt mit vol, ,(S%)) = 2 an). A

Bemerkung 5.39. Wenn dim M = 0, dann ist M = {p; };c; eine endliche oder abzéahlbare
Menge von Punkten mit der diskreten Topologie. In diesem Fall ist eine Orientierung auf
M eine Funktion o : M — S = {—1,+1} und wir definieren das Integral einer Funktion
7 : M — R mit kompaktem Tréger als die Summe

U/Mn =Y n(p:)o(p)- A

il

Wenn nun g eine PR-Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit (M, 0) ist, dann ist
das gesamte Volumen von M die positive Zahl

voly,(M) = /Volg,
M

wobei vol, die Volumenform beziiglich ¢ und o ist. Wir bemerken, dass vol, (M) nicht von
o abhéngt, da auch vol, das Vorzeichen &ndert, wenn wir die inverse Orientierung nehmen.
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Bemerkung 5.40. Das Volumen einer PR-Immersion F': N — M ist dann das Volumen
volp+4(N) beziiglich der Pullback-Metrik. Man kann das Volumen fiir glatte Abbildung
F : N — M, die nicht unbedingt PR-Immersionen sind mit Hilfe von Bemerkung
definieren. Wenn ¢ eine Riemannsche Metrik ist und F' =~ : I — M eine Kurve ist, dann
ist voly-4(I) = Ly(y) die Lénge der Kurve. A

Fiir Integrale auf dem Intervall [to,#;] gilt aus Analysis I der Fundamentalsatz der
Integralrechnung

/ —dt (1) — f(to). (5.15)

Mit Hilfe des Integrals von Formen in Satz [5.35| kann diese Gleichung als

Oltg,t1] Oftg,t1}
o=
[tot1] {to,t1}

umgeschrieben werden, wobei df € Q4. ([to, t1]) das Differential von f ist und

0{t07t1}(t0) = -1, U{to,t1}(t1) = +1.

Streng genommen ist aber [to,?;] keine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit denn ¢, und t;
besitzen keine Umgebung in [tg,t;], die homdomorph zu R ist. Um die Formel in
unser Situation zu iibersetzen miissen wir daher, den Begriff von Mannigfaltigkeit zu dem
Fall leicht verallgemeinern, in dem Punkte existieren, die eine Umgebung besitzen, die
hom&omorph zu einem Halbraum {z! < 0} im euklidischen Raum ist. Das wird im n#chsten
Abschnitt gemacht.

5.6 Mannigfaltigkeiten mit Rand
Definition 5.41. Wir schreiben

H" .= {x e R" | 2! <0}, OH" .= {x e R" | z' =0} =ZR"!

und sagen, dass OH" der Rand von H" ist.

Es sei W eine offene Menge von H". Eine Abbildung ¢ : W — R heifit glatt, wenn eine
Erweiterung ¢ : W — R zu einer offenen Menge W von R™ existiert, die glatt im iiblichen
Sinn ist. Die Funktion ¢ heift Erweiterung von v, wenn W NH" = W und WW . A

Bemerkung 5.42. Man kann im Prinzip als Modell fiir H" jeden Halbraum {4’ <
0} nehmen. Mit unserer Wahl zeigt das erste Koordinatenvektorfeld 0,1 auferhalb H"
(an den Punkten des Randes). Auf dieser Weise ist die standard-Orientierung auf R" die
direkte Summe von einem Vektorfeld, das aulerhalb H" zeigt, und von der standard-
Orientierung von R"™! = 9H". Somit bekommen wir kein Vorzeichen in der Formel von

Stokes (5.18)). A
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Definition 5.43. Eine n-dimensionale Karte mit Rand fiir einen topologischen Raum M
ist ein Hom6omorphismus ¢ : U — V', wobei U C M offen ist und V' C H" offen ist. Wenn
V9 =V NOH" nicht leer ist, dann definieren wir U? := ¢~1(V?) und den eingeschriinkten
Homoomorphismus ¢? : U? — V2. A

Definition 5.44. Zwei n-dimensionale Karten mit Rand 1, ¢ heiflen vertréglich, wenn

(2 O 90171 : gOl(Ul N UQ) — (,02(U1 N UQ)

ein Diffeomorphismus ist (also besitzt ¢y 0 ¢;' eine Erweiterung zwischen offenen Men-
gen des R", die ein Diffeomorphismus ist). Die Karten sind miteinander orientiert, wenn
det d(g02 o 901_1) > 0. A

Definition 5.45. Ein n-dimensionaler Atlas mit Rand (U;, ¢;);e; auf einem topologischen
Raum M ist eine Familie von n-dimensionalen Karten mit Rand, sodass {U, };¢; eine Uber-
deckung von M ist und die Karten paarweise vertréglich miteinander sind. Der Atlas
heifit orientiert, falls die Karten paarweise miteinander orientiert sind. Zwei Atlanten hei-
Ben dquivalent, wenn die Karten des ersten vertrdglich mit den Karten des zweiten sind
(und umgekehrt). Eine glatte (gegebenenfalls orientierte), n-dimensionale Mannigfaltigkeit
M mit Rand ist ein hausdorffscher topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis versehen
mit einer Aquivalenzklasse von (gegebenenfalls orientierten) n-dimensionalen Atlanten mit

Rand. A

Um den Rand einer Mannigfaltigkeit mit Rand zu definieren brauchen wir einen wich-
tigen Hilfssatz, den wir aus zeitlichen Griinden nicht beweisen kénnen.

Hilfssatz 5.46. Wenn @1, py zwei vertriglichen Karten mit Rand sind, dann
P20 §01_1 (<P1(U1 N U2)8) = (902(U1 N U2)a) = @g(U? N Uza) = 903 © (SO?)_I (90?([]18 A U2a))‘

AuBerdem ist ¢ o (9)71 : P(UZ NUY) — ©9(U? NUY) ein Diffeomorphismus 2wischen
offenen Menge des R™™1 und

detd(pzo97!) >0 = detd(pfo(¥9)7") > 0. O

Definition 5.47. Es sei M eine glatte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und
Aquivalenzklasse von Atlanten [{(U;, ;) }ics]. Der Rand OM von M ist der (moglicher-
weise leere) hausdorffsche, topologische Raum mit abzéhlbarer Basis OM := J,., U?. Die
Aquivalenzklasse [{(U?, 0?)}ies] von Atlanten auf M induziert eine wohldefinierte Struk-
tur einer (n — 1)-dimensionalen, glatten Mannigfaltigkeit ohne Rand auf M. Wenn die
Aquivalenzklasse [{(U;, ¢;)}ies] orientiert ist, ist dann auch [{(U?, ¢?)},c;] orientiert. Die

so entstandene Orientierung 0gy, auf M heiflt induzierte Orientierung auf dem Rand. A

Man kann Tensoren, Vektorbiindel und so weiter auch auf Mannigfaltigkeiten mit Rand
definieren. Die Idee ist, dass die Koordinaten dieser Objekte eine glatte Erweiterung von
offenen Menge von H" zu offenen Mengen von R™ besitzen miissen. Zum Beispiel haben
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wir immer eine glatte Einbettung j : OM — M und ein Schnitt v € T'(*T'M) existiert,
sodass dz'(v) > 0 in jeder Karte um einen Randpunkt. Das heifit, dass v auBerhalb M
zeigt. Dann gilt "T'M = Ry & TOM und

Topr = 0, B 0gr, (5.16)

wobei 0, die von v gegebene Orientierung auf R - v ist, und 05y, die nach Definition [5.47]
induzierte Orientierung auf dem Rand ist (siehe auch Bemerkung [5.42)).

Beispiel 5.48. Mannigfaltigkeiten mit Rand treten sehr oft als Subniveaumengen von
glatten Funktionen auf. Es sei dafiir M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand,
f: M — R eine glatte Funktion und ¢ € R eine reelle Zahl, sodass f~!(¢) nicht leer ist und
d,f # 0 fiir alle p € f~'(c) gilt. Dann ist M := {p € M | f(p) < ¢} eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand M = f~!(c).

Auf dieser Weise finden wir, dass der abgeschlossene Ball B}, C R" eine Mannigfaltigkeit
mit Rand 0B% = Sy ist. A

5.7 Das dullere Differential und der Satz von Stokes

Um den Satz von Stokes vorzustellen, brauchen wir noch den Begriff des &ufleren Differenti-
als einer k-Form auf M, der das iibliche Differential einer glatten Funktion verallgemeinert.
Aus zeitlichen Griinden beweisen wir dieses Resultat nicht.

Satz 5.49. Es sei M eine Mannigfaltigkeit (mit Rand). Fiir alle k € N existieren eindeutige
lineare Operatoren d®) : QF(M) — QF1 (M), welche die folgenden Eigenschaften erfiillen:

(a) Differential von Funktionen: fir alle f € Q°(M) = C=(M) ist AV f das iibliche
Differential von Funktionen;

(b) Leibniz Regel: fiir alle ki, ko € N, n; € Q8 (M) und ny € Q*2(M) gilt
d(kﬁkﬂ(m A1g) = (d(kl)m) A 4 (=1)"m A (d(kz)nz);

(¢c) Satz von Schwarz: fir alle k € N gilt d**1) o d®) = 0.

Der gesamte Operator d : Q(M) — Q(M), wobei Q(M) := PpenQF(M), heifst dupere
Differential und erfillt die zusdtzlichen Eigenschaften:

(i) Kommutativitdit mit Pullback: fir alle glatten Abbildungen F' : N — M und
ne€ QM) gilt F*(dn) = d(F*n).

(i1) Koordinatedarstellung: es sei (U,x) eine Karte und n € Q(M). Dann

1 yeenyl ULyeelh J
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(i1i)) Magische Formel von Cartan: fir alle X € X(M) und n € Q(M) gilt

Lxn = d(exn) + ex(dn). O

Bemerkung 5.50. Die magische Formel von Cartan bestimmt d eindeutig dank des Satzes
8.22 in Diffgeo 1 und gibt uns eine Formel fiir dn(Xo, ..., X%), wobei Xy, ..., X} € X(M),
durch die Lie-Klammern

dp(Xo... . Xe) = 3 (~1)'Lx, (n(XO, Xt Xiars ,Xk)>

0<i<k
+ Z (—1)i+177(X0, e 7XZ'_1, Xi+17 . 7Xj—17 [XZEX]'L Xj+17 e ,Xk)

0<i<j<k

Wenn 7 eine 1-Form ist, gewinnen wir die Formel des dufleren Differentials einer 1-Form,
wie wir in Definition 9.38 in Diffgeo 1 gesehen haben. JAN

Bemerkung 5.51. Es gilt T'(dn) C T'(n) (warum?) fiir alle n € Q(M). Also besitzt das
auflere Differential einer Form mit kompaktem Trager wieder kompakten Trager. A

Bemerkung 5.52. Es sei V eine symmetrische kovariante Ableitung auf 7'M . Die induziert
eine kovariante Ableitung auf den Vektorbiindel der kovarianten Tensoren (T*M)®* der
Stufe k. Wenn n € QF(M) C T((T*M)®*), dann bekommen wir

Vn € T((T* M@+,
Es sei A : (T*M)®*+D) — AMIT*) die Antisymmetrisierung. Wir behaupten, dass

1

Erstens finden wir die vereinfachte Formel fiir die Antisymmetrisierung

1
k41

0<i<k

A(Vn) (=1 (V) (Xo, .o Xioy, Xyt o Xi)

denn 7 ist schon antisymmetrisch. Zweitens benutzen wir die Kommutativitdt zwischen
der kovarianten Ableitung und der Kontraktion:

(VXﬂ?)(Xo, vy X1, Xigy - an) = Vx, (U(Xo, vy Xic1, X1y oo an))

=Y n(Xoro o X, Vi, X, X, Xp).
i

Der erste Term liefert den ersten Term auf der linken Seite der Formel in Bemerkung
Fiir den zweiten Term trennen wir die Summe und vertauschen die Indizes in der zweite
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Untersumme:

> (DX, X, Vi Xy X, X

e
_ZZ ’L+1 XO?"WXifl;XiJrh"‘JXjflainXj7Xj+17'"7Xk)
i 1<J
+ZZ j+1 X07"‘JXiflvathXH*lw"7Xj717Xj+17"'7Xk:>
i 1<J
_ZZ ’L+1 XO?"WXifl;XiJrh"‘JXjflainXj7Xj+17'"7Xk)
i 1<J
+ZZ j+1 J iiln(X()’"'uXifl?XiJrla"'7Xj717vXin7Xj+17"'7Xk)
i 1<J
'L+1
=D (=0)F(Xo, - Xy, X, X (X0 X)L X X,
i 1<J
wobei in der letzten Gleichung die Symmetrie von V (also Vx,X; — Vx, X; = [X;, Xj])
benutzt wurde. A

Wir kénnen nun den Satz von Stokes ohne Beweis geben.

Satz 5.53 (Satz von Stokes). Es sei (M, o0y) eine orientierte, n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit mit (maglicherweise leerem) orientiertem Rand (OM, 0gp) und sei y: OM — M die
Inklusion. Dann gilt

oM 0oM
/ dn = / 7, Vne Qkomp(M) (5.18)
M oM

wobei das Integral auf der rechten Seite gleich null zu verstehen ist, fall OM leer ist.

Bemerkung 5.54. Wir werden des Satz von Stokes im Beweis des Satzes von Gauf3-
Bonnet spéter benutzen. Als unmittelbare Anwendung wollen wir hier den Divergenzsatz
prisentieren. Es sei (M, g,0y/) eine orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand
und X € X(M) ein Vektorfeld mit kompaktem Tréger. Die Divergenz div X : M — R von
X ist definiert durch (div X) - vol, = Lxvol,. Nach der Formel von Cartan gilt Lxvol, =
d(txvoly). Es sei nun 5 : OM — M die Inklusion und es sei v ein normierter Schnitt von
N,, der auflerhalb M zeigt. Wir behaupten, dass

7 (exvoly) = g(X, v)voly,. (5.19)
Denn, wir haben X = g(X,v)v+dj-Y, wobei Y € X(0M). Nach der Formel (5.8) gilt

7 (exvoly) = g,(X,v) 5 (wvoly) + 7% (tayyvoly) = g,(X, v)volyg + vy g vol,

und j*vol, verschwindet als n-Form auf einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Aus
(5.19) und dem Satz von Stokes finden wir schliefllich

oM oM
/ div Xvol, = / 9,(X, v)vol .
M oM
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Auf der linken Seite steht die infinitesimale Anderung des gesamten Volumen der Region
M entlang dem Fluss von X und auf der rechten Seite steht der Fluss (hier wird das Wort
Fluss mit zwei verschiedenen Bedeutungen benutzt) durch den Rand der Region M. A

6 Kriimmung von PR-Mannigfaltigkeiten

Wir haben die Kriitmmung einer kovarianten Ableitung V auf einem Vektorbiindel £ — M
vom Rang h schon in Differentialgeometrie 1 getroffen. Die Kriimmung ist ein Tensorfeld
RY e (T*M ® T*M ® EndE)

RY(X,Y)o :=VxVyo —VyVxo—Vixyjo VX, Y€X(M), cel(E),

welches das Hindernis zur lokalen Existenz paralleler Rahmen darstellt. Das heifit: RY
verschwindet in einer Umgebung von p € M genau dann, wenn ein Rahmen ey, ..., e, von
E um p mit Ve, = 0 existiert.

Wir erinnern uns, dass wenn w die Matrix der Zusammenhangsformen beziiglich eines
Rahmens ey, ..., e, auf U C M ist, dann wird RV lokal durch die Matrix von 2-Formen

Q=dw+wAwe(T"U @ T*U ® End(R")) (6.1)

dargestellt. Das heif3t:

h
RY (vy,v9)er, = 292(01,02)61, VpeU, vy,vy € T,M. (6.2)

=1

Wenn F : N — M eine glatte Abbildung ist und ¥V die Pullback kovariante Ableitung
auf ' E darstellt, dann gilt fiir alle o € I'(E):

F

R,Y (v1,v3)0 0 F(p) = RE(p)(dpF vy, dpF - ve)o(F(p)), VpeN, vi,v€ T,M. (6.3)

Diese Formel ist eine Folgerung der Tatsache, dass F*Q = d(F*w) + (F*w) A (F*w) die
Darstellung der Kriimmung RV beziiglich des Rahmen e; o F),... e, o F' ist.

Wenn V die Levi-Civita Ableitung einer PR-Mannigfaltigkeit (M, g) ist, dann heifit RV
der Riemannsche Kriimmungstensor oder die Kriimmung der PR-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 6.1. Die Zusammenhangsformen der Levi-Civita Ableitung von R+~ verschwin-

den. Daher verschwindet auch die Kriimmung von R7+7-. A

6.1 Die Symmetrien der Kriimmung

Es sei (M,g) eine n-dimensionale PR-Mannigfaltigkeit und R seine Kriimmung. Wenn
e, ..., e, eine Basis von T,M ist, dann wird R, durch die n* Zahlen

R (p) = (U )p(eir e5) = €' (Ry(ei, ¢5)er)
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bestimmt. Wir werden aber jetzt sehen, dass diese n* Zahlen nicht vollig unabhiingig von-
einander sind. Das heifit, dass die Kriimmung bestimmte Symmetrieeigenschaften erfiillt.

Zum Beispiel gilt Rijk = —Ré.l-k denn die Kriimmung antisymmetrisch in den ersten zwei

Eintrage ist. Um die Symmetrien besser zu identifizieren, definieren wir zuerst das kovari-
ante Tensorfeld R € T'((T*M)®*) gegeben durch

R, (v1,v2,v3,04) := gp(Rp(v1,v2)v3,04), Vpe M, Vv, vy, vs,v4 € T,M.

Da ¢ nicht ausgeartet ist, konnen wir die Kriitmmung aus dieser kovarianten Tensorfeld
zuriickgewinnen.

Satz 6.2. FEs sei R die Kriimmung einer PR-Mannigfaltigkeit (M, g). Fir alle X, Y, Z, W €
X(M) gilt

(o) R(X,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W) (das kommt aus der Definition von Krimmung)

(b) RIX,)Y, ZW)=—-R(X,Y,W,Z) (das kommt aus der Vertriglichkeit der kovarianten
Ableitung mit der Metrik);

(c) RX,)Y,Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y, W) =0 (das kommt aus der Symmetrie
der kovarianten Ableitung).

Aus diesen Eigenschaften folgt:
(d) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y),
sodass fiir alle Y die Bilinearform
(X, W)= R(X,Y,Y,W)=R(Y,X,W,Y) symmetrisch ist. (6.4)
Bemerkung 6.3. Eigenschaft (b) ldsst sich auch als
(GQ) + (GO =0

scheiben, wobei G die Matrixdarstellung von g beziiglich eines Rahmens ist. Das folgt,
indem wir das duflere Differential von (4.4) nehmen.
Eigenschaft (c) ldsst sich auch als

QAe=0
umschreiben, wobei e der Spaltenvektor der 1-Formen (e!, ... e") ist. Das folgt, indem wir
das duflere Differential von (4.5) nehmen. JAN

Beweis. Eigenschaft (a) folgt unmittelbar aus der Definition der Kriimmung. Fiir (b) reicht
es zu zeigen R(X,Y, Z, Z) = 0. Wir berechnen

1
g(VXVyZ, Z) = L'X(g(VXZ, Z)) — g(VXZ, VyZ) = 5£x£y(g(z, Z)) — g(VXZ, VYZ)
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Auf ghnlicher Weise ¢(Vxy1Z, Z) = $Lix,v)(9(Z, Z)), sodass
R(X,}/, Z, Z) = ([,X,Cy — ﬁy/:X - E[Xy]) (g(Z, Z)) =0

nach Formel (8.13) in Diffgeo 1.
Um (b) zu beweisen, benutzen wir die folgende Notation: wenn A : X(M)? — X(M)
schreiben wir

GA:X(M)* — X(M), CAX,Y,Z)=AX,)Y,Z)+ A(Y, Z, X))+ A(Z, X,Y).
Der Operator @ ist linear und invariant unter zyklischen Permutationen. Wir berechnen

SR(X,Y)Z = &(VxVyZ — VyVxZ — VixyZ)

= 6(VxVyZ) — 6(VyVxZ) — 6(Vixy2)
= &(V4VxY) - 6(VsVyX) - 6(VixyZ)
= &(VzVxY — VzVyX — Vixy2)

= 6(V4[X,Y] = Vix»2)

=6([Z,[X,Y]))

und der letzte Term verschwindet dank der Jacobi Identitéat.
Um (d) zu zeigen, benutzen wir (c¢) viermal:

RIX,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) =0
RIX,Y,ZW)+R(Y,W,Z,X)+ RW,X,Z,Y) =0
R(ZW,X,Y)+RW,Y,X,Z)+ R(Y,Z,X,W) =0
R(Z,W,X,Y)+ RW,X,Z,Y)+ R(X,Z,W,Y) =0,

wobei wir in der zweiten und dritten Gleichung auch (b) benutzt haben. Nun addieren wir
die erste und die zweite Gleichung und subtrahieren die dritte und vierte. Mittels (a) und
(b) bekommen wir die gewiinschte Identitét

QR(X,Y,Z, W) — 2R(Z,W,X,Y) = 0.
SchlieBlich gilt mit Hilfe von (a), (b) und (d)
R(X,Y,Y,W) = R(Y,W, X,Y) = R(W,Y,Y, X). =

Definition 6.4. Es sei K — M das Unterbiindel von T*M®* dessen Elemente (a), (b), (c)
(und daher (d)) erfullen. Die Schnitte von K heiflen algebraische Kriimmungstensorfelder
(unten als AKT abgekiirzt). A

Bemerkung 6.5. Wir zeigen im Aufgabenblatt 9, dass K — M tatsédchlich ein Vek-
torbiindel von Rang 15n%(n? — 1) ist. Wenn A ein AKT und vy, ..., v, eine Basis von T,M
ist, dann existieren genau $5n?(n* — 1) der Zahlen Ay (v;,vj, vy, v;) die den Tensor in p
bestimmen. A
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Bemerkung 6.6. Es sei g eine PR-Metrik, dann ist g ® g definiert als

g @Q(Xu Y, Z, W) = g(Y> Z)g(X7 W) - g(X7 Z)g<Y7 W)

ein AKT (bitte priifen Sie es). In der Literatur ist iiblicher g ® g mit einem Faktor % zZu

definieren, dann ist g ® g das sogenannte Kulkarni-Nomizu Produkt zwischen g und g. A

Wir wollen nun ein Kriterium geben fiir die Gleichheit zwischen zwei AKT. Die Idee
ist, dass es reicht, AKT auf Quadrupel der Art (X,Y,Y, X) zu evaluieren.

Satz 6.7. Es seien Ay, Ay zwei AKT, sodass
A(X,Y)Y, X)) = A(X, Y, Y, X)), VXY € X(M),
dann gilt Ay = As.

Beweis. Sei A := Ay — A;. Dann ist A ein AKT und A(X,Y,Y, X) = 0 fir alle X,Y €
X(M). Wir wollen zeigen A = 0. Nach (6.4)) gilt A(X,Y,Y,W) = 0 fiir alle X, Y, W. Wir

berechnen nun
0=AX,)Y+ZY+Z W)
=AX,)Y Y W)+ AX,)Y, Z W)+ AX, Z,Y, W)+ A(X, Z, Z, W)
=0+AX,)Y,Z W)+ A(X,Z,)Y,W) +0.

Also A(X,Y, Z, W) = —A(X, Z,Y,W) (diese Eigenschaft zeigt zusammen mit (a), dass A
antisymmetrisch in den ersten drei Eintriagen ist). Dann nach (¢) haben wir

0=AX Y, Z W)+ AY,Z, X, W)+ A(Z, X, Y, W)
=AX,)Y,Z,W)-AY, X, Z,W)—-A(X,Z,Y,V)
=AY, Z,W) + A(X,Y, Z,W) + A(X, Y, Z, W)
=3A(X,Y, Z,W).
Da X,Y, Z, W beliebig waren, folgt A = 0. ]

Wir studieren nun die Zahlen A(X,Y,Y, X) fir ein AKT A genauer. Wenn X und Y
linear abhéngig sind, dann ist A(X,Y,Y, X) = 0 nach (a) (oder (b)). Es sei nun angenom-
men, dass I[1:=R- X + R - Y zwei-dimensional ist. Wenn X', Y’ eine weitere Basis von II
ist, dann gilt X’ = aX + bY und Y’ = ¢X 4 dY und nach (a) und (b):

AX Y'Y, X") = (ad — bc) A(X,Y, Y, X') = (ad — bc)*A(X,Y,Y, X).

Also éndern sich diese Zahlen durch das Quadrat der Determinante des Basiswechsels. Wir
konnen daher das AKT g ® g benutzen, um den Wert der Kriimmung auf den Quadrupeln
ZU normieren.
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Definition 6.8. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und R die dazugehorige Kriimmung.
Die Schnittkriimmung einer nicht ausgearteten (beziiglich ¢g) zwei-dimensionalen Ebene
I C T,M ist gegeben als
K(IT) = R(X,Y)Y, X) |
gBog(X,Y,Y, X)
wobei X, Y eine beliebige Basis von II ist. Wir sagen, dass (M, ¢g) konstante Kriimmung in
p besitzt, wenn K (p) € R existiert, sodass

K(IT) = K(p)

fiir alle nicht ausgeartete Ebenen in T,M. Wir sagen, dass (M, g) konstante Kriimmung
besitzt, wenn K € R existiert, sodass

K() =K
fiir alle p € M und alle nicht ausgeartete Ebenen in T),M gilt. A
Bemerkung 6.9. Die Schnittkriimmung ist wohldefiniert, da g ® g(X,Y,Y, X) die Deter-
minante der Matrix ist, die g beziiglich der Basis X, Y darstellt. A

Satz 6.10. Es seienp € M und K € R gegeben. Dann besitzt (M, g) konstante Krimmung
K n p genau dann, wenn

By(X,Y)Z = K - (gp(Y, 2)X — gp(X, 2)Y'). (6.5)

Beweis. Wenn die Formel (6.5)) gilt, dann R,(X,Y,Y, X) = K¢, ® ¢,(X,Y,Y, X) und die
Kriimmung ist konstant gleich K in p. Umgekehrt sei angenommen, dass die Kriimmung
konstant gleich K in p ist. Dann R,(X,Y,Y, X) = Kg, ® g,(X,Y,Y, X) fiir alle X,Y, die
eine nicht ausgeartete Ebene aufspannen. Man kann aber alle Paare von Vektoren durch
Paare X, Y mit dieser Eigenschaft approximieren. Anhand der Stetigkeit von R, und ¢,®g,
gilt
Rp(X7KKX> = Kgp ®gp(Xa Y, Y>X)

fiir alle Paare von Vektoren. Nach Satz finden wir, dass R, = Kg, ® g,, die dquivalent
zu ([6.5)) ist. O
Bemerkung 6.11. Wenn dim M = 2, dann ist 7,M die einzige nicht ausgeartete Ebene

in T,M. Fiir alle p € M besitzt daher (M, g) konstante Kriimmung in p. Nach Satz
existiert eine Funktion K : M — R, die sogenannte GauB-Kriimmung, sodass

RP(X7 Y)Z = K(p) ’ (gp(Y7 Z)X - gP(X7 Z)Y)
Es sei nun dim M > 3 und wir nehmen umgekehrt an, dass eine Funktion K : M — R
existiert, sodass R,(X,Y)Z = K(p) - (g,(Y, 2)X — ¢,(X, Z2)Y) (das heiBt, fiir alle p € M
besitzt (M, g) konstante Kriitmmung in p). Nach Bemerkung ist dann K konstant (das
heiflt, die Kriimmung von (M, g) ist konstant). A

Bis jetzt kennen wir nur die Kriitmmung des flachen Raums R7+7- (siehe Beispiel .
Um die Kriimmung von anderen Mannigfaltigkeiten zu berechnen, werden wir nun eine
Beziehung finden zwischen den Kriimmung von (M, g) und (M, §), falls eine isometrische
Immersion F : (M, g) — (M, §) existiert.
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6.2 Kriimmung von isometrischen Immersionen

Essei F: (M, g) — (M, §) eine isometrische Immersion und seien V, V die zugehérige Levi-
Civita Ableitungen. Wir haben “TM = Np@T M und wir haben orthogonale Projektionen

M:7TM - TM, 1:"TM - Np,  idepg =0+dF-T, I1-dF =0. (6.6)

Wir wissen, dass V =11 F@dF. Also, V ist die Komponente von F@, die tangential zu M

. . . . F= .
ist. Wir definieren nun die Komponente von V., die senkrecht zu M steht.

Definition 6.12. Die zweite Fundamentalform der isometrischen Immersion F' ist das
Tensorfeld IT € T(T*M ® T*M @ Ng) auf M, das durch

II=1"VdF.

gegeben ist. Also gilt
"VxdF Y =dF - VyY + II(X,Y).

Satz 6.13. Die zweite Fundamentalform ist tatsdichlich tensoriell und symmetrisch:
IH(X,)Y)=I1I(Y, X), VX,V € X(M).

Beweis. Nach Definition gilt I1(X,Y) = HF@XdF Y, sodass die Tensorialitét in X klar
ist. Wir zeigen nun die Symmetrie, was auch automatisch die Tensorialitdt in Y liefert:

HX,Y)— (Y, X) =11 "VydF -V 11" VydF - X = H(FﬁxdF Y = ydE X)

= H(dF- (X, Y])
= 07
wobei wir benutzt haben, dass F@ symmetrisch nach Satz [4.12] ist. O]

Wir kénnen nun die Kriimmung R von M als Funktion der Kriimmung R von M und
der zweiten Fundamentalform schreiben.

Satz 6.14 (GauB-Formel). Es sei F': (M, g) — (M,Q) eine isometrische Immersion mit
zweiter Fundamentalform 11 und Krimmungen R und R von g und g. Fir alle X, Y, Z, W &
X(M) gilt

R(X,Y,Z,W) = F*R(X,Y,Z,W) + gp(I1(X, W), II(Y, Z)) — §r(I1(X, Z), I1(Y,WV)).
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Beweis. Wir benutzen , um zu berechnen
G(VxVyZ, W) = g VxdF - Vy Z, W)

Gr(dF -TITVxdF - Vy Z,dF - W)

VxdF -VyZ,dF - W)

I
Na¥t

r(
= gp( VxdF T VydF - Z,dF - W)
= (" vX "ydF - Z,dF - W) — gp( Vx 1 VydF - Z,dF - W)
=g ('V

ar("

VX deF Z,dF" - W)—l—gFH Vde Z, 1 deF W)
I(Y, Z), II(X, W)).

.
VydF - Z,dF - W) — gFavade 2, NV xdF W)
Jr (
:gp( VX Vde ZdF W)—l—gp(

Auf dhnlicher Weise bekommen wir, ¢(VyVxZ, W) und
~ F =~ . F~
Ig(Vixy1Z,W) = gp(dF -1 Vixy)Z,dF - W) = gp( Vixy)Z,dF -W).
Wenn wir alles zusammen basteln, finden wir
R(X,Y,Z,W) = ge(R V(X,Y)AF - Z,dF - W) + ge(I (X, W), I(Y. Z))
und schliellich nach (6.3))

Ge(R V(X,Y)AF - Z,dF - W) = gp(Re(dF - X,dF - Y)AF - Z,dF - W)
= F*R(X,Y,Z,W). O

Folgerung 6.15. Ist R = 0 (zum Beispiel (M,g) = R7+7- ), dann bestimmt die zweite
Fundamentalform die Krimmung R. .
Ist F' eine lokale Isometrie, dann R = F*R. Insbesondere gilt die Implikation

(M, g) Rahmen homogen = (M, g) hat konstante Krimmunyg.

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Wenn F eine lokale Isometrie ist, dann ist Nz = 0 und
II = 0. Wir zeigen nun die letzte Aussage. Es seien p,p’ € M und II C T,,, II' C T,y M zwei
nicht ausgeartete Ebenen. Wir nehmen vy, vy eine orthonormale Basis von IT und v/, v} eine
orthonormale Basis von II'. Wenn g¢|i; und g|ip die selbe Signatur besitzen, dann kénnen
wir orthonormale Basen vy, va, ..., v, von T, M und vy, v}, ..., v, von T, M wihlen, welche
die gegebenen Basen von IT und IT" ergénzen. Da (M, g) Rahmen homogen ist, finden wir
eine Isometrie F': (M, g) = (M, g) fir die d,F" - v; = v} fiir alle ¢. Dann

Ry(vy,v2,v2,01) (F*R) (v, va, V2, v1)
9p O (1,09, 09,01)  (F*9), ® (F*g),(v1, v2, va, v1)
Rpp) (v, vy, v5, 1)
grp) O gF(P)(UiJ Ué?”évvll)
= K(IT').

K(IT) =
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Wenn ¢ positiv (oder negativ) definit ist, dann besitzen g|; und g|; zwangslaufig die selbe
Signatur und wir sind fertig. Andernfalls wissen wir nur, dass die Schnittkriimmung aller
positiv definiten Ebenen gleich K, ist, die Schnittkriimmung aller negativ definiten Ebenen
gleich K _ ist und die Schnittkriimmung aller indefiniten Ebenen gleich K ist. Wir zeigen
nun, dass K, = Kj. Auf dhnlicher Weise wird K_ = K|, folgen. Es existieren vy, vq, v3, die
paarweise senkrecht stehen und g(vqy,v1) = 1 = g(vq, v2), g(vs,v3) = —1. Fiir alle A > 1
betrachten wir uy := Avg + v3 und die Ebene Il := R -v; + R - u,. Wir haben

g ® g(vi,uy,uy,v1) = A2 —1>0
Also ist g|i, positiv definit, sodass
R(vy, uy,up,v1) = K (A —1). (6.7)
Anderseits liefert die Multilinearitit von R

R(”l?“)\? Uy, Ul) - )\2R(U17 Vg, V2, Ul) + 2)\R(U17 Vg, V3, Ul) + R(Ula U37U37U1)

= MK, + 2 \R(vy,v2,v3,v1) — Kj. (6:8)
Das Vergleichen von und gibt
2AR(v1,v9,v3,v1) + (K4 — Ko) =0, V>,
was K, = K, impliziert. ]

Bemerkung 6.16. Die Kegel sind lokal isometrisch zu R?. Aus der obigen Folgerung sehen
wir, dass die Kriimmung der Kegel verschwindet. A

Wenn wir die Gau-Formel benutzen wollen, miissen wir die zweite Fundamentalform
berechnen. Das folgende Resultat hilft uns das zu erledigen.

Satz 6.17. Es sei F' : (M, g) — (M, §) eine isometrische Immersion und L : N — M eine
glatte Abbildung. Dann

P d P Y = A F - "V Y + (AL - X,Y), VX € X(N), Y e T(*TM).
Es sei nun L =~ : 1 — M eine Kurve mit 7 := F o~y und X = 0;. Dann
Wod F-Y =dF- VoY +I1,(3,Y), VY eT(TM)
und insbesondere fiir Y =+

Vo =dyF Vo i+ I1,(4,5). (6.9)
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Beweis. Nach Formel (4.13)) gilt
P A, F Y =, FEVyY + 11 YV yd, F - Y.

Lokal kénnen wir Y = >, f* - ¢; o L schreiben, wobei ¢; € X(M) und f*: N — R. Dann

" Vad oy =Y (dfi(X) A F e+ f I Vxd, F- (e 0 F)).

Der erste Term in der Summe verschwindet. Fiir den zweiten Term berechnen wir

F ~

oL ~ L ~
i LVXdLF-(eZ-oL) =1 (" V)xd,F-(eoL)= 11 Varx(dF-¢;)oL = [I(AL-X, e;0L),

sodass

0" VydoF Y = f(AL- X ei0L) = I(AL- X, f'-e;0 L) = I (dL- X, Y).

]

Wir geben zwei Anwendungen des Satzes [6.17; die Berechnung der Kriimmung von
Sphéren und hyperbolischen Rdumen; ein Kriterium fiir das Verschwinden der zweiten
Fundamentalform.

Beispiel 6.18. Wir zeigen nun, dass S% konstante positive Kriimmung 1/R? besitzt. Auf
dhnlicher Weise kann man zeigen, dass Hp konstante negative Kriimmung —1/R? besitzt.
Es sei p € S C R"™! und v € T,S% C R"™'. Wir betrachten die Geoditische

A(t) = cos (Mt>p + sin (%t) %v.

Dann g/@aﬁh:o = —g—‘;p und aus folgt I1,(v,v) = —‘;—‘;p. Aus der Symmetrie von IT
finden wir

V1,V
1Ty(vy,v2) = —%ﬂp

Wir setzen diese Formel in die GauB-Formel ein und finden die gewiinschte Formel
Rp(U17U27U37U4) - %gp®gp<vlav27v3’v4>7 VU17U27U37U4 S TpS]Té A

Folgerung 6.19. Es sei F : (M, g) — (M, §) eine isometrische Immersion und vy : [ — M
eine Kurve, sodass 7 := F o~y eine Geoddtische fir (M, g) ist. Dann ist v eine Geoddtische
fir (M, g) und II,(%,%) = 0.

Beweis. Nach Voraussetzung verschwindet die linke Seite von . Da die zwei Terme auf
der rechten Seite senkrecht zueinander stehen, verschwinden die auch. O

Die obige Folgerung motiviert uns die folgende Definition zu geben.
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Definition 6.20. Eine isometrische Immersion F : (M, g) — (M, §) heiit total geoditisch
in p € M, falls II,, = 0. Die isometrische Immersion heifit total geodétisch, falls sie total
geodétisch in allen p € M ist. A

Bemerkung 6.21. Wenn F' total geoditisch in p ist, gilt R, = (F*R), nach der Gauf-
Formel. Das Beispiel der Kegel zeigt, dass die Gleichheit R, = (F™*R), nicht impliziert,
dass F' total geodétisch in p ist. A

Satz 6.22. Es sei F : (M,g) — (M, §) eine isometrische Immersion. Die folgende zwei
Bedingungen sind dquivalent:

(a) F ist total geoddtisch;
(b) fiir alle Geoddtische v : I — M fiir (M, g), ist 4 :== F o~ eine Geoditische fiir (M, §).

Beweis. Es sei angenommen, dass II = 0. Ist v eine Geodétische, dann verschwindet die
rechte Seite von . Also ist 4 eine Geodétische. Wir zeigen nun die Umkehrung. Es sei
p € M und v € T,M beliebig. Wir nehmen eine Geodétische v : (—¢, €) — M mit §(0) = v.
Nach Voraussetzung ist 74 eine Geodétische und liefert I1,(v,v) = 0. Da die zweite
Fundamentalform symmetrisch ist und v beliebig war, folgt IT = 0. ]

Wir kénnen die Gau-Formel benutzen, um eine geometrische Interpretation der Schnitt-
kriimmung zu geben und ihren Namen zu begriinden.

Satz 6.23. Es se: (M,g) eine PR-Mannigfaltigkeit und 11 C TZ;M ein nicht ausgearteter
Untervektorraum beziiglich . Es set M C 11 eine Umgebung von 0 € II, sodass exp; :

(M,g) — (M,g) eine Einbettung ist, wobei g := expj g. Dann ist exp; total geoditisch in
0 und fiir alle vy, v9, v3,v4 € 11 gilt die Formel

RO(U17U27U37U4) = Rﬁ(m,vm V3, U4)7 9o © 90(017 V2, U3, U4) = 97;3 @ §;3(U1,U2,U37U4)-

Insbesondere, wenn 11 zwei-dimensional ist, ist die Schnittkrimmung K(II1) gleich die
Gauf-Krimmung K(0) von (M, g) in 0.

Also ist die Schnittkriimmung von II die GauB-Kriimmung des Schnittes M, den wir
erhalten, indem wir die Geodétischen in Richtungen v € II betrachten.

Beweis. Es sei v € Il und v : (—¢,€) — M das Geradenstiick y(t) = ¢ - v. Dann ist exp; oy

eine Geoditische in M. Aus Folgerung folgt, dass Ily(v,v) = 0. Da v beliebig war,
gilt I1o = 0 und zwar ist exp; total geoditisch in 0. Da dgexp;-v = v fiir alle v € II nach
Satz (d) liefert die Gau-Formel

RO(U17U27U37U4) - (eXp;; E)0<U17U27U37U4> - Rﬁ(vlav27v37v4)7 VU17UQ7U37U4 S H

Wenn II eine Ebene mit Basis vy, v9 ist, dann ist die GauBB-Kriimmung von M in 0

RO(U17U27U27U1) . Rﬁ<vlav2av27vl>

90 ® go(v1,v2,v9,v1) G5 ® G5(v1, V2, V2, V1)

K(0) = = K(I). O
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Wir haben gesehen, dass falls dim M = dim M die GauB-Formel sehr einfach ist. Wir
wollen nun den niichsten Fall betrachten und zwar wenn M eine Hyperfliche in M ist:
dim M = dim M — 1. In diesem Fall ist Az ein Vektorbiindel vom Rang 1 und wir kénnen
lokal immer einen normierten Schnitt v von Np mit §(v,v) = %1 finden. Um die Notation
zu vereinfachen, nehmen wir an, dass v auf dem ganzen M definiert ist.

Definition 6.24. Der Formoperator ist S € I'(End(7T'M)) definiert durch
S X i=—(dF)" "Vyv, Vex(M). A
Satz 6.25. Der Formoperator ist wohldefiniert und es gilt
IH(X,)Y)=29(S - X,Y)r,

wobei das Vorzeichen von §(v,v) = +1 abhdngt. Insbesondere ist S symmetrisch beziiglich
der Bilinearform g.

Beweis. Siehe Aufgabenblatt 9. ]

Da S symmetrisch ist, existiert fiir alle p € M eine orthonormale Basis vy, ..., v, aus
Eigenvektoren von S, die sogenannten Hauptrichtungen. Die dazugehorigen Eigenwerte
A1y« .o, Ay heiBen Hauptkriimmungen. Die GauB-Formel nimmt die folgende Gestalt, wenn
wir II mit S substituhieren.

Satz 6.26. Fir alle X,Y,Z,W € X(M) wird die Gauf-Formel zu

Der Name Formoperator erinnert uns, dass S die Gestalt von (M, g) innerhalb (M, §)
beschreibt, indem S die Ableitung der Normalenrichtung darstellt. In diesem Sinn gibt
der Formoperator eine Art extrinsischer Kriimmung von (M, g) innerhalb (M, §). Ander-
seits konnen wir denken, dass das Kriimmungstensorfeld R die intrinsische Kriimmung von
(M, g) beschreibt. Was die GauB-Formel besagt, ist, dass die intrinsische und extrinsische
Kriimmung eine Beziehung besitzen, die von der Kriimmung R von (M, §) abhéingt. Insbe-
sondere, wenn (M, §) = (R?, ggs) bekommen wir aus Satzdas Theorema Egregium von
Gauf}: die Determinante des Formoperators S héngt nicht von der isometrischen Immersion
F ab und ist durch die GauB-Kriimmung gegeben.

Satz 6.27. Es sei (M, g) eine zwei-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Gauf-
Kriimmung K : M — R. Wenn F : (M, g) — (R3, grs) eine isometrische Immersion mit
Formoperator S ist, gilt

K =det S.

Beweis. Siehe Aufgabenblatt 9. [
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Das Theorema Egregium von Gauf} sagt also, dass fiir immersierte Flichen in R? das
Produkt der Hauptkriimmungen A\ Ay = det .S nur von g abhéngt. Es ist leicht zu sehen,
dass A\; und Ay nicht nur von ¢ abhéngen. Zum Beispiel sind ein Zylinder und eine Ebene
lokal isometrisch aber S # 0 im ersten Fall und S = 0 im zweiten Fall. Welche zusétzliche
Informationen wir aus S entnehmen kénnen, sehen wir in den folgenden zwei Beispielen.

Beispiel 6.28. Es sei angenommen, dass F' : (M, g) — (R", ggn) eine isometrische Im-
mersion mit normiertem Normalenvektorfeld v : U — R™ in einer Umgebung U C M
von p € U, sodass S, positiv definit ist. Dann ist F'(U) bis zur Einschrankung von U im
Halbraum

{z € R" | ggo(z,1p) 2> gre(F(p), 1)}

enthalten und steht in F'(p) zur Hyperebene {z € R" | ggn(2,v,) = grn(F(p), )} tangen-
tial. Es reicht dafiir die Abbildung

fU=R, f(q) = gr(F(q), 1)

zu betrachten und zu zeigen, dass f ein lokales Minimum in ¢ = p besitzt. Da f glatt ist,
geniigt es zu beweisen, dass fiir alle v € T,M und alle v : (—¢,€) — U mit (0) = p und
4(0) = v gilt %hzof oy =0 und ;—;h:gf o7(0) > 0. Wenn 6 := F o7 berechnen wir

d d '
& t:Of ° ’)/(t) - a t:Oan (6(t)7 Vp) = g]Rn (5(0), I/p) = an (’U, Vp) — O,

d’ d . N

a2 t=0f o= &‘t:oan (0(t), 1) = gre ((Svﬂai 3(0),vp) = grn (I ,(v,v),1,) = g(S, - v,v)

und die letzte Grofe ist positiv nach Voraussetzung.

Wenn S, negativ definit ist, kann man eine dhnliche Aussage formulieren. Wenn dim M =
2 haben wir also die folgenden zwei Félle. Fiir K > 0 liegt F(U) auf einer Seite der Ebe-
ne {grn(x,v,) = grs(F(p),vp)}. Fir K < 0 besitzt F(U) Punkte auf beiden Seiten der
Ebene. A

Beispiel* 6.29. Es sei F' wie im obigen Beispiel und es sei angenommen, dass S, positiv
definit ist. Wir schreiben Ay, A fiir die kleinsten Hauptkriimmungen. Nach der Gauf-Formel
gilt

K(II) = det(Pr o Spln)

fir alle Ebenen II C T,M, wobei Py : T,M — II die orthogonale Projektion auf II ist.
Nach dem Satz von Courant-Fischer gilt

det(Pr o Spln) > A1 s

Also sind die Schnittkriimmungen in p von unten durch A; Ay > 0 beschréankt. A
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6.3 Ricci- und Skalarkriimmung

Wir werden sehen, dass der Kriimmungstensor R viel iiber die Metrik g sagen kann. Fiir
hoéhere dimensionale Mannigfaltigkeit ist aber schwierig den ganzen Kriimmungstensor zu
berechnen denn wir miissen seinen Wert auf "2(711—2_1) Quadrupel von Vektoren bestimmen.
Es ist daher sinnvoll einfachere Tensoren aus R durch Verjiingung zu definieren. Wir hoffen
dann, dass aus diesen neuen Tensoren noch wichtige Informationen hergeleitet werden
konnen.

Definition 6.30. Die Ricci-Kriimmung Ric € T'(T*M & T*M) einer PR-Mannigfaltigkeit
ist das Feld von Bilinearformen, die als Spur von R im ersten und vierten Eintrag erhalten
werden:

Ric(Y, Z) = Spur (X — R(X, Y)Z), VY, Z € X(M).
Wir schreiben Ric* € I'(End(TM)) fiir den Endomorphismus, der Ric beziiglich g darstellt
Ric(Y, Z) = g(Ric* - Y, Z), VY, Z € X(M). A

Satz 6.31. Die Ricci-Krimmung ist symmetrisch und, wenn ey, ..., e, eine orthonormale
Basis von T,M fiir p € M 1ist, gilt

n

o+
Ric,(Y,Z) =Y Ry(ei.Y,Ze;)— > Ry(e;Y.Z,¢;) (6.10)
=1

i=o4+1

Beweis. Die Symmetrie folgt aus Formeln (6.10) und (6.4). Es sei nun (R:(-,Y)Z) die Ma-
trix, die X — R(X,Y)Z beziiglich der Basis (e;) darstellt. Also R:(-,Y)Z = €'(R(e;,Y)Z)
und

n

Spur<X — R(X, Y)Z) - iR;i( Y)Z =) E(R(e,Y)2)

:Zg(R(ei,Y)Z,ei)— > 9(R(ei,Y) 7€),

i:U++1

wobei wir benutzt haben, dass ¢! = g(-,¢;) fir i = 1,...,0, und " = —g(-,¢;) fiir

Dank der Symmetrien des Kriimmungstensors ist Ric die einzige nicht triviale Verjiingung
von R. Wir bekommen somit aus einem Tensor der Stufe 4 einen Tensor der Stufe 2. Wir
konnen nun die Verjiingung von Ric nehmen, um aus einem Tensor der Stufe 2 einen
Tensor der Stufe 0, also einen Skalar, zu gewinnen.

Definition 6.32. Die Skalarkriimmung skal : M — R ist die Spur der Ricci-Kriimmung

skal = Spur (Ric?). A
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Aufgabe 6.33. Wenn e, ..., e, eine orthonormale Basis von T, M fiir p € M ist, gilt

n

o+ o4+ n
skal(p) = Z R(e;, ej,¢ej,e;) — 22 Z R(ei, ej,e;,e;) + Z R(e;, ej,¢€j,¢€;).
ij=1 i=1 j=o4+1 ij=o4+1
i#] i#]
Falls g eine Riemannsche Metrik ist, dann bekommen wir
skal(p) = Z R(ei, ej,ej,¢€;). A

ij=1
i#]

Im néchsten Kapitel werden wir untersuchen, welche Informationen iiber die Metrik die
Schnitt- Ricci- und Skalarkriimmung liefern. Diese Informationen werden durch obere oder
untere Schranke von diesen Kriimmungsgroflen gewonnen.

Definition 6.34. Es sei (M, g) eine PR-Mannigfaltigkeit und ¢ eine reelle Zahl. Wir sagen,
dass die Schnittkriimmung von (M, g) groer als ¢ ist und schreiben K > ¢, falls

K()>¢, VpeM, IICT,M,

wobei IT eine nicht ausgeartete Ebene beziiglich ¢ ist. Auf dhnlicher Weise sagen wir, dass
die Ricci-Kritmmung grofler als ¢(n — 1)g ist und schreiben Ric > ¢(n — 1)g, falls

Ric,(v,v) > ¢(n — 1)gy(v,v), Vpe MveT,M
und dass die Skalarkriimmung grofier als cn(n — 1) und schreiben skal > en(n — 1), falls
skal(p) > en(n — 1), Vpe M.

Ahnliche Definitionen gelten fiir K > ¢, K < cund K < ¢ (bzw. Ric > ¢(n — 1), Ric <
¢(n—1) und Ric < ¢(n—1), oder skal > en(n—1), skal < en(n—1) und skal < en(n—1)). A

Bemerkung 6.35. Der Grund fiir den Faktor n — 1 in der Ricci-Kriimmung und den
Faktor n(n — 1) in der Skalarkriimmung ist, dass die Implikationen

K>¢ = Ric>c¢n—-1) = skal>cn(n-1)

gelten (siehe auch Aufgabe 10-1). A

Bemerkung 6.36. Man sagt, dass (M, g) eine Einstein-PR-Mannigfaltigkeit ist, wenn
Ric = ¢(n — 1)g fiir ein ¢ € R. Fiir dim M = 2,3 kann man zeigen, dass diese Bedingung
aquivalent zur K = ¢ ist. Aus dem Satz von Schur, den wir hier aus zeitlichen Griinden
nicht beweisen kénnen, haben wir auch das folgende Resultat: wenn dim M > 3 und eine
glatte Funktion ¢ : M — R mit Ric = ¢(n — 1)g existiert, dann ist ¢ konstant und daher
(M, g) Einstein. Aus diesem Resultat folgt auch die letzte Aussage in Bemerkung[6.11] A
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6.4 Die Taylor-Entwicklung der Metrik in Normalkoordinaten

Aber welche Informationen kénnen wir aus der Kriitmmung entnehmen? Wenn (e; = 0;) ein
lokaler Rahmen ist, dessen Elemente die Koordinatenvektorfelder einer Karte sind, dann

wird die Formel ([6.1)) zu

n

n
QL = Z (@wé,k + Z wll-,mw;’f”k>d:ci/ Ada?,
m=1

7,j'=1

wobei wh = Y7 | whda'. Daher gilt
n
I ._ Ol ! ! ! !
Ry = 0.(0;,0;) = Oiwsy, — Ojwyy, + Z (wimwﬂ — wjmwﬁf).
m=1

Wir wissen aber aus (4.10), dass die Christoffelsymbole (wf]) als Funktion der Zahlen (g,;)
und ihrer erster Ableitung geschrieben werden kénnen. Deshalb sind die Zahlen (Rﬁjk,)
eine Funktion von (g;;);; und ihrer erster und zweiter Ableitung. Zum Beispiel wenn wir
Normalkoordinaten um p € M nehmen, finden wir mittels Satz [4.32]

1
Rija(p) = 04y (p) = 0jx (p) = 5 (0%9(p) — 0590 (p) + Ohgin(p) — Fhgse(p)).
wobei R;jp(p) == R,(0;, 0,0k, 0;). Wenn man die Symmetrien der Kriimmung, der Chri-
stoffelsymbole und der Metrik beriicksichtigt (siche Aufgaben [6.37] [6.38] und [6.39)), kann
man umgekehrt die zweite Ableitung von ¢ in p in Normalkoordinaten als Funktion von R
schreiben:

a?lgjk(P) = _%(Rijkl(p> + Rikji(p))- (6.11)

Deswegen gewinnen wir die Taylor-Entwicklung von g;, in Normalkoordinaten zur zweiten
Ordnung

1 .
_ clog,00) i1 2
gik(w) = 5jk+ 3 El Riju(p)x'a’ + o(|z[7), (6.12)
welche auch als
1
gg(ulu u?) - gp(ul7u2> - ng(U)uh Uz, U) + 0<|U|2|U1||U2|), VU,Ul, U € TpM

geschrieben werden kann, wobei g¥ = exp, g die zurtickgezogene Metrik ist.

Wenn zum Beispiel g eine Riemannsche Metrik ist, v € SEMand w € T80 ”M, dann

gewinnen wir
2

.
Julge = lul, (1 = 5K (IL) +o(r*))

wobei I, die von u und v aufgespannte Ebene darstellt. Wir sehen daher, dass das Vor-
zeichen der Schnittkriimmung die induzierte Metrik auf der geoditischen Sphére S, (p)
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von Radius r bis auf Terme der zweiten Ordnung in r beeinflusst. Je kleiner die Schnitt-
kriimmung ist, desto grofler ist der Abstand zwischen Punkten auf der Sphére von Radius
r. Anders gesagt breitet negative Schnittkriimmung die Geodéatischen durch p aus, wéhrend
positive Kriimmung sie ndher halt.

Auf dhnlicher Weise werden wir im Aufgabenblatt 10 sehen, dass die Ricci-Kriimmung
Ric,(v,v) das Volumen eines kleinen Kegels mit Scheitel in p und Richtung v beeinflusst
und die Skalarkriimmung skal(p) das Volumen von geodétischen Billen beeinflusst.

Bis hierher haben wir nur gesehen, dass die Kriimmung das lokale Verhalten der Me-
trik pragt. Im nédchsten Kapitel fangen wir aber an zu sehen, dass die Kriimmung auch
das globale Verhalten der Metrik beeinflusst. Der Ubergang von lokalen zu globalen Eigen-
schaften wird durch bestimmte Integrationsverfahren erledigt (siehe den Satz von Gauf-
Bonnet oder die zweite Variation der Linge). Man kann Beispiele von solchen Ubergiéingen
schon in Analysis I finden. Man nehme dafiir eine differenzierbare Funktion f : R — R.
Wenn % > 0 (lokale Eigenschaft) gilt, ist f monoton steigend (globale Eigenschaft). Wenn

% > 0 (lokale Eigenschaft) gilt, ist f konvex (globale Eigenschaft).
Aufgabe 6.37. Es sei (U, ¢) eine Karte. Wir setzen

1 o
Wigk = 5 (@gjk + 0,9k — asz’j) Vi, gk,

wobel g;; 1= ¢(0;, 0;). Zeigen Sie, dass

0igjk = Wijk + Wikj- (6.13)

und dass
8lwijk = Okwijl. (614)
A

Aufgabe 6.38. Es seien (U, ¢) Normalkoordinaten um p € M. Zeigen Sie, dass

dass
Oiwijk(p) + Ojwiik(p) + Owijk(p) = 0, Vi, g, k,l (6.16)

und dass
Q%g]k(p) = @kwiﬂ + 8jwikl = —87;Ct)jkl. (617)
Hinweis: Fir (6.15) benutzen Sie (d) im Satz (4.32)). Fir (6.16) benutzen Sie, dass
Zw(tw)fjxixj =0 VEk
2
gilt denn die Kurve t — tx ist eine Geoddtische in Normalkoordinaten. Nehmen Sie dann
die Ableitung fiirt = 0 und finden Sie, dass das Polynom ), .lﬁlwfj (p)ztziat verschwindet.

Bestimmen dann die Koeffizienten dieses Polynoms. Fir (6.17) benutzen Sie (6.13]) und
(6.16]). A
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Aufgabe 6.39. Es seien (U, ¢) Normalkoordinaten um p € M. Zeigen Sie, dass

Rz’jkl (p) + Rikjl<p> = aiwjkl (p) + 5’iwkﬂ(p) - ajwz’kl (p) - asz'jz(p) = 3aiwjkl (p)

und folgern Sie daraus Formel (6.11]). A

7 Der Satz von Gauf3—Bonnet

7.1 Die infinitesimale Version des Satzes von Gauf3—Bonnet

Wir studieren zuerst die Verbindung zwischen Kriimmung und Topologie fiir orientierte
Riemannsche Fliachen (M, g). Wenn ey, e5 ein lokaler, positiver, orthonormaler Rahmen ist,

dann
0 -1
o=io (] ) (7.1

Q:dw+w/\w:dwf®(0 _1>

und
1 0
Also Q3 = —dw? und
Q%(‘flan) = 61(3(61762)62) = R(e1,e9,€2,€1) = K,

wobei K : M — R die GauB-Kriimmung ist. Daher gilt 2} = Kvol, und wir haben das
folgende Resultat bewiesen.

Satz 7.1. Es sei (M,g) eine orientierte, Riemannsche Fliche und ey, es ein positiver,
orthonormaler Rahmen auf einer offenen Menge U C M. Dann

Kvol, + d(g(Vel, 62)> =0 auf U. (7.2)

Wenn wir die Gleichung auf einer zwei-dimensionalen Untermannigfaltigkeit N C
U mit Rand integrieren, finden wir nach dem Satz von Stokes heraus, dass das Integral der
GauB-Kriimmung einem Integral auf dem Rand von N gleicht. Wir wollen daher das Pull-
back der 1-Form ¢g(Vey, es) durch eine immersierte Kurve v : [a,b] — U besser verstehen.
Zu diesem Zweck betrachten wir den Biindelisomorphismus

g:TM — TM,

der die Vektoren um neunzig Grad dreht. Dieser Isomorphismus stellt die 2-Form vol,
beziiglich der nicht ausgearteten Bilinearform ¢ dar:

VOIQ(Ul’U2> - g(] ' U17U2>7 Vp S M7 U1,V € TpM
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Anders gesagt, wenn v € T,M \ {0}, dann ist j-v € T,M eindeutig definiert durch die
Eigenschaften

17+ vlg, = [V]g,, Gp(g-v,v) =0, (v,7-v) positive Basis.

(i _01 beziiglich eines lokalen, po-
sitiven, orthonormalen Rahmens ey, e5 dargestellt. Insbesondere

Der Biindelisomorphismus j wird durch die Matrix

= g(veb 62) & J- (73)
Hilfssatz 7.2. Der Biindelisomorphismus j ist parallel: V7= 0. Anders gesagt
Vx()-Y)=y-VyY, VXY € X(M).

Beweis. Es sei w die Matrix der Zusammenhangsformen beziiglich eines positiven, ortho-
normalen Rahmens auf U und seien (Y!,Y?): U — R? die Koeffizienten von Y beziiglich
dieses Rahmens. Dann

v =vx (] ) ()]
=0 0) (@) w10 (3 0) G 0) )
R AR R

Wir kénnen nun j benutzen, um die extrinsische Kriimmung (den Formoperator S)
einer Immersion v : [a,b] — M zu messen. Wir parametrisieren vy nach Bogenlinge, sodass
77 der normierte Normalenvektor zu + ist. Dann — "V, (7-%(t)) € R-5(¢t) und wir geben
die folgenden Definition.

Definition 7.3. Die geodétische Kriimmung & : [a,b] — R einer Immersion v : [a,b] —
M, die nach Bogenlénge parametrisiert wird, ist gegeben als

S-0 = —dy™ Vo, (5-4(t) = Ky (1)0.
Nach Hilfssatz [7.2] gilt auch
Vo7 =#kyy-7  und daher ky =9("Va, Y, 7 %). (7.4)
A

Bemerkung 7.4. Es sei v : [a,b] — M parametrisiert nach der Bogenldnge und sei

7 : [=b,—a] — M die Kurve mit inverser Parametrisierung, ¥(¢) = ~(—t). Nach Hilfssatz

(.24 gilt
Ky (t) = —ky(—1), vVt e [—a, 0| A
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Aufgabe 7.5. Es sei M = (0p,0;) x R/27Z und g = d#* + r?(0, ¢)d¢?. Fiir ein festes
0 € (6o, 0,) betrachten wir die immersierte Kurve v, : R — M gegeben als v5(¢) = (6, ¢).

Zeigen Sie, dass
10r
g (9) = —55(0,9). A

Um das Pullback g(Vey,es) durch eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve
v : [a,b] = U zu berechnen, miissen wir auch die Winkelfunktion 6 : I — R betrachten,
die durch die Gleichung

A(t) = cosO(t)er ((t)) + sin O(t)es(y(t)), Vit e [a,b]

bis auf ein Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt ist. Insbesondere ist die gesamte Win-
keldinderung des Tangentialvektors ¥ beziiglich ey, es

Af(y) :=0(b) —0(a) € R (7.5)
wohldefiniert.

Satz 7.6. Es sei ey, ey ein positiver, orthonormaler Rahmen auf U und v : [to,t] — U
eine Immersion. Es gilt die Formel

7* <g(V€1, ez)) = kvol ., — df. (7.6)
Beweis. Wir parametrisieren v nach Bogenlénge. Dann erfiillt die Funktion 6 die Gleichung
Y(t) = cos O(t)ex (y(t)) + sin (£)7 - e (7(1))-
Nach Definition der Pullback-Ableitung und der Gleichung gilt
Vo =10- ( — sinfey (7) + cos - 61(7)> +9(Vser(v), ea(1))s -4
= (9 +9(Vser(v), 62(7)))3 .
Nach Gleichung finden wir
iy = 0+ 9(Vse1(7), e2(7)).
Das ist genau Gleichung ausgewertet auf 0;. [
Wir kénnen nun den Satz von Stokes in Zusammenhang mit Formeln und

benutzen.

Folgerung 7.7. Es sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Fliche und ey, ey ein positiver,
orthonormaler Rahmen auf einer offenen Menge U. Wenn N C U eine zwei-dimensionale
kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand ist, dann gilt

/ Knvoly +/ KonVolgy = Z A@(%), (77)
N ON

i=1

wobes
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e Ky : N = R die Gaufs-Krimmung und voly = vol, die Volumenform von (N, g)
darstellt;

e Koy - ON — R die geoditische Krimmung des Randes v : ON — N und volygy =
vol,« die induzierte Volumenform darstellt;

o v : [a;, bi] = ON immersierte Kurven mit v;(a;) = vi(b;) sind, welche die Zusammen-
hangskomponenten des Randes ON gemdf$ der durch (5.16)) gegebenen Orientierung
parametrisieren.

Bemerkung 7.8. Jedes Af(7;) ist ein Vielfaches von 27, da 4;(a;) = 4;(b;). Also existiert
eine ganze Zahl x € Z , sodass

m

Z AO(v;) = 2mx. A

=1

Bemerkung* 7.9. (nicht klausurrelevant) Es sei (M, g) eine kompakte, orientierte Rie-
mannsche Fliche ohne Rand und X € X(M) ein Vektorfeld mit der Eigenschaft, dass
Zx :={p € M | X(p) =0} eine endliche Menge ist. Wir haben einen positiven orthonor-
malen Rahmen

X
€1 ‘= —Q— €2 = 7] €1

X1
auf M \ Zx. Fiir € > 0 klein genug definieren wir

M. =M\ | B.p),

PEZX

wobei B.(p) der geodatische Ball mit Radius ¢ um p € M ist. Fiir € klein sind diese
endlich viele Bélle disjunkt und M, ist eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand. Es sei
nun p € Zx und man betrachte Normalkoordinaten (x,y) und normale Polarkoordinaten
(0, ) um p, sodass g = df* + r2d¢?*. Die Kurve 7, : [0,27] — M, die in Polarkoordinaten
als v, (t) = (€,t) gegeben ist, parametrisiert der Rand von B.(p) in die positive Richtung.
Wir haben

lim K vol = lim 27r1%T(e ¢)de = lim 2W@(e ¢)do
0 Jop.(») OBw)TE0Bw) = Do | v o0 = T
o Or
- [ i e
27
:/ lim 1d¢
o €0
=2,

wobei wir Aufgabeund die Tatsache, dass %(O, ¢) = 1 (siehe Bemerkung , benutzt
haben.
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Wir wenden Gleichung ([7.7) auf M, an und nehmen den Limes fiir € — 0:

/ KMV01M = lim - f(VMEVOIM€ +/ :'4631\/[€V0131\4€ —/ IiaMEVOlaMF]
M =0 L/, oM, oM,
= lim > (M(’Vp,e) - / %a&(p)volaBe(p)ﬂ
e -pEZX 8Be(p)
=l | 3 (8005 —2r)]
PEZX

Da Af#(7,.) — 27 stetig in € und ein Vielfaches von 27 ist, sehen wir das es nicht von e
abhéngt. Wir definieren dann den Index von X in p € Zx durch

1
ind, X := —A# —-1e€Z
m P 27T (VP,G) S

und wir bekommen

/ Kyvoly = 2n Z ind, X.
M PELX
Wir erwéhnen ohne Beweis eine dquivalente und besser berechenbare Definition von ind, X,
die nicht von g abhingt. Es sei x : U — R? eine positiv orientierte Karte mit x(p) = 0.
Wir betrachten fiir beliebiges r > 0 die Kurve v : [0, 2] — R?, ~(¢) = (r cos ¢, rsin ¢), die
einmal um 0 umkreist. Dann existiert 0 : [0, 27] — R, sodass

X ov(9) .
————= =c0s0(¢)0,n + sin6(¢)0,2 ,
wobei | - | die euklidische Norm bezeichnet. Dann
: 6(2m) — 6(0)
dX=——"—"
ind,, o

Mit dieser Definition sieht man leicht, dass, wenn in der Karte das Vektorfeld X die Gestalt
X (z) = 2* in komplexer Notation fiir k& > 0 besitzt, dann ind, X = k gilt. Auf #hnlicher
Weise ind, X = —k, wenn X (z2) = z*. A

7.2 Orientierte Fliachen mit Rand und Ecken

Zwei Dinge sind nicht so befriedigend an Folgerung [7.7} Erstens muss N in einer offenen
Menge U enthalten sein, auf der ein positiver, orthonormaler Rahmen existiert. Zweitens
wissen wir, dass die rechte Seite ein Vielfaches von 27 ist aber wir wissen nicht, wie wir
dieses Vielfache berechnen kénnen.

Diese Probleme werden gelost, indem wir die Fliche M in einfache Teile My, ..., M
mit M; C U; zerlegen, wobei U; der Definitionsbereich einer Karte ist, der diffeomorph
zu R? ist. ,Einfach® heiit hier, dass M; homdomorph zur abgeschlossenen Scheibe D? ist.
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Dann werden wir auf jedem Teil Folgerung anwenden und der Umlaufsatz von Hopf,
den wir aus zeitlichen Griinden nicht beweisen kénnen, berechnet fiir uns die rechte Seite
von ([7.7)) in diesem Fall. Die Schwierigkeit ist hier, dass die Teile M; nicht nur einen Rand
sondern zwangslaufig auch Ecken auf dem Rand besitzen (also ist der Rand singiilar in
gewissenen Punkten).

Definition 7.10. Eine kompakte, orientierte Fliche M mit Rand M und Ecken &), ist
ein kompakter, topologischer Raum (Hausdorffsch und mit abzdhlbarer Basis), sodass M

von paarweise vertriglichen, gleich orientierten Karten ¢ : U — V' bedeckt ist, sodass V'

2 12 @2 2 :
eins zwischen R*, H*, E{  _ und Ei ., ist, wobei

Der Rand OM C M ist die Menge der Punkte p € M, sodass p(p) € OH?, 0EZ, oo, OFZ 1ovs

wobei

81Ekonvex {‘T - 07 Y Z 0} U {l’ Z O? Y= 0} = a]Eionkav'
Die Menge der Ecken &), C OM ist eine beliebige endliche Teilmenge von OM, welche die

Punkten p € M mit p(p) € &gz, 2 enthilt, wobei &gz = {(0,0)} = &gz
Eine Kante von M ist der Abschlufl einer Zusammenhangskomponente von OM X En,
die diffeomorph zu Intervallen sind. Wir schreiben #), fiir die Menge der Kanten. JAN

Wir wollen nun eine orientierte, kompakte Fldche mit Rand und Ecken in einfachen
Teilen zerlegen.

Definition 7.11. Eine Zerlegung % = { M, ..., M} einer kompakten, orientierten Fliche
M mit Rand OM und Ecken &), ist eine Familie orientierter Subflichen mit Rand und
Ecken, sodass

(a) M =M U...UM;

(b) fiir alle 1 <4, j < k ist M; N M; entweder leer oder eine gemeinsame Kante zwischen
M; und M; oder eine gemeinsame Ecke;

(c) fir alle 1 < ¢ < k ist M; N OM entweder leer oder eine gemeinsame Kante oder eine
gemeinsame Ecke zwischen M; und M.

Wir schreiben J# := 7 fiir die Menge aller Kanten der Fléichen in der Zerlegung und & :=
&7 fiir die Menge aller Ecken der Flachen in der Zerlegung. Genauer ist J£,; die Menge
der Kanten, die im Rand von M enthalten sind und J#, := %\ Aoy. Auf dhnlicher Weise
ist &,y die Menge der Ecken, die im Rand von M enthalten sind und &, := & \ . A

Bemerkung 7.12. Es sei .# eine beliebige Zerlegung von M. Dann gilt:
(i) Die Anzahl der Kanten auf dem Rand ist gleich der Anzahl der Ecken auf dem Rand:

’f)i{)ut| = |éaout‘- (78)
AN
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(ii) Eine Kante in %, gehort genau zu zwei Subflichen M, und M;, die auf der Kante
entgegengesetzte Orientierungen induzieren denn sie besitzen entgegengesetzte duflere
Normalenvektorfelder auf der Kante.

(iii) Eine Kante in J£,; gehort genau zu einer Subfliche M; der Zerlegung. Die Fliche
M; und M induzieren auf der Kante die selbe Orientierung denn sie teilen dasselbe
auflere Normalenvektorfeld entlang der Kante.

Wir wollen nun Zerlegungen betrachten, bei denen die Subflichen am einfachsten sind.

Definition 7.13. Ein orientiertes m-Eck M ist eine orientierte Flache mit Rand 0M und
Ecken &), sodass M homoomorph zu der abgeschlossenen Scheibe D? ist und &); genau
m Punkte besitzt. A

Definition 7.14. Eine Triangulierung einer Fléche mit Rand und Ecken ist eine Zerlegung,
die aus 3-Ecken besteht. Die Euler-Charakteristik von M ist definiert als

X(M) = |F| =X+ 8] € Z,

wobei .# eine beliebige Triangulierung von M ist und | - | die Kardinalitét einer Menge
bezeichnet. A

Bemerkung 7.15. Es sei T eine Zerlegung von M, sodass M, ein m;-Fck ist. Dann

gilt auch in diesem Fall x(M) = |.Z| — |#| + |&| denn wir kénnen jedes M; in 3-Ecke
triangulieren um eine Triangulierung .#’ von M zu gewinnen, sodass

(F = 1Z| = A = 2], & =€) A

Bemerkung 7.16. Es sei m > 1 und .% eine Zerlegung von M, die aus m-Ecken besteht.
Dann gilt (warum?)

21 Al + | H s = ml.Z . (7.9)

A

Wir haben den folgenden wichtigen und schwierigen Satz iiber Triangulierungen, den
wir aus zeitlichen Griinden nicht beweisen konnen.

Satz 7.17. Es sei M eine kompakte, orientierte Flache mit Rand OM und Ecken &y und
U eine offene Uberdeckung von M. Bis auf das Hinzufigen von zusdtzlichen Ecken besitzt
M eine Triangulierung, sodass jedes 3-Eck in einer offenen Menge der Uberdeckung U
enthalten ist. Die Fuler-Charakteristik von M hédngt nicht von der Triangulierung und der

Menge der Ecken &y ab. Wenn M’ eine weitere kompakte orientierte Fliche mit Rand ist,
die homéomorph zu M ist, dann x(M) = x(M'). ]

Aufgabe 7.18. Finden Sie explizite Triangulierungen fiir die Flachen mit Rand
327 SQ? [07 1] X Slv Tz? BQ\ (85/4(_1/2)UB%/4(1/2))

Benutzen Sie diese Triangulierungen, um die Euler-Charakteristik dieser Flachen zu be-
rechnen. A
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7.3 Die globale Version des Satzes von Gaufl—Bonnet

Es sei M eine orientierte Flachemit Rand und Ecken und sei g eine Riemannsche Metrik auf
M. Es sei 7 : [a,b] — M eine stiickweise glatte Immersion v : [a,b] — M mit |¥| = 1 und
y(a) =(b). Es seien a = t; < ... <t = b Zeiten, sodass 7|y, fiiralle j =1,... k-1
glatt ist. Fiir jedes ¢; existiert der Links- und der Rechtstangentialvektor

B () = limA(t), A () = T ().
Da v(a) = ~(b) gilt, ergibt Sinn den Linkstangentialvektor an t; = a als 4~ (a) := 4~ (b) zu
definieren. Auf dhnlicher Weise setzen wir 47 (b) := 57 (a).
Wir setzen nun voraus, dass

Definition 7.19. Der duflere Winkel 0, € (—m,7) in p = (¢;) ist durch die Gleichung

¥ (t;) = cos 0,7 (t;) +sinb, 17 (¢;)

gegeben (6, existiert nach Voraussetzung (7.10))). Der innere Winkel o, € (0,27) in p ist
dann als
=m—0

p p

gegeben. A

Bemerkung 7.20. Wenn v eine Zusammenhangskomponente des Randes einer kompak-
ten, orientierten Fliche N mit Rand und Ecken ist, geniigt v der Voraussetzung (7.10)). Es
sei p :=~(t;). Wenn p(p) = (0,0) fiir eine Karte U — EZ_ _ist, dann 7; (¢;) = —c10, fiir
c1 > 0 und "y;“ (tj) = 20, fiir o > 0. Also bilden die zwei Vektoren eine positiv orientierte
Basis. In diesem Fall folgt auch 6, € (0, 7). Wenn ¢(p) = (0, 0) fiir eine Karte U — E2__,. |
dann 4 (¢;) = —c10, fiir ¢ > 0 und ;7 (¢;) = 20, fiir ¢a > 0. Also bilden die zwei Vektoren
eine negativ orientierte Basis. In diesem Fall gilt 6, € (—m,0). In den anderen Féllen ist

Yi (t;) = % (t;) und daher 6, = 0. A

Es sei nun angenommen, dass y([a, b]) in einer offenen Menge U enthalten ist und dass
ein positiver, orthonormaler Rahmen e, ey auf U existiert. Wir erweitern die Definition

der Winkelédnderung ([7.5]) beziiglich ey, es als

k—1
|:A0 ’7|[t t]+1] + 6 ]Jrl - 27TZ,

=1

) in (7.5)) definiert wurde.

<.

wobei AQ (’7 ’ [t .t

j+1]

Aufgabe 7.21. Beweisen Sie, dass Af(y) ein Vielfaches von 27 ist. Hinweis: wir definieren
die Winkel &, ..., &1 wie folgt. Der Winkel &, ist durch die Gleichung

3 (a) = (cos&y)er oy + (sinép)es 0y
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gegeben. Die Winkel &, fiir £ > 0 sind durch die Gleichung

J4
& = Z [A@(’Y|[tj7tj+1]) + 9“/(tj+1)

J=1

gegeben, sodass &_1 = Af(y). Zeigen Sie per Induktion, dass

A (te) = cos(& + &o)er oy +sin(& + Eo)ea 0 7. (7.11)
Aus der Gleichung (7.11)) fiir £ = k und aus (b)) = 4; (a) leiten Sie die gewiinschte
Aussage her. A

Wir kénnen nun die Winkeldnderung auf dem Rand von kleinen m-Ecken durch einen
berithmten Satz von Hopf berechnen.

Satz 7.22 (Umlaufsatz von Heinz Hopf). Es sei (M, g) eine orientierte Fliche mit Rand
und Ecken, die mit einer Riemannschen Metrik g versehen wird. Es set N ein m-Eck,
sodass N C U, wobei (z',2%) : U — R? eine positiv orientierte Karte ist. Wenn ~y :
la,b] — ON eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes von M ist, gilt dann

Af(y) = 2w

beziiglich des positiven, orthonormalen Rahmens e; = Wil‘(’?gcg ey = jep..

Da der Satz von Stokes auch fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand und Ecken gilt, konnen
wir den Satz von Gaufl-Bonnet fiir m-Ecke, die in einer Karte mit V' = R? enthalten sind,
mit Hilfe des Umlaufsatzes beweisen.

Folgerung 7.23. FEs sei (M, g) eine kompakte orientierte Fliche mit Rand und Ecken, die
mit einer Riemannschen Metrik g versehen ist. Es sei N ein m-FEck, sodass N C U, wobei
¢ : U — R? eine positiv orientierte Karte ist. Dann gilt

/ Kyvoly + / Konvoloy + » 0, = 2. (7.12)
N ON PEEN

Beweis. Es sei v : [a,b] — OM eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes und
nehmen wir eine Zerlegung a = ty,...,t;, = b, sodass {y(t1),...,v(tk—1)} = &n. Hier
haben wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass &y # () und dass
v(a) = v(b) € &y. Wie in Folgerung integrieren wir Formel und benutzen (7.6)),

um
/KNV01N+/ HanolaN:/ do
N ON ON

k-1

tit+1
/ do = Z/ + d—edt 2A0(7|[tjytj+l]) Ze,},(t =21 — Z Q 0
j=

PEEN

zu bekommen. Dann
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Wir konnen nun den globalen Satz von Gaufi-Bonnet beweisen.

Satz 7.24. Es sei M eine kompakte, orientierte Fliche mit Rand und Ecken &y und sei
g eine Riemannsche Metrik auf M. Es gilt

/ Kyvoly +/ Konmvolan + Z 6, =2mx(M). (7.13)
M oM

pPESM

Beweis. Es sei U eine Uberdeckung von M, sodass fiir jedes U € U eine Karte ¢ : U — V.
existiert, wobei V eins der folgenden ist: R?, H? EZ B2 . Essei . # = {M,..., Mz}
eine Triangulierung, sodass jedes 3-Eck in einem Element von U enthalten ist. Wir wenden

Folgerung auf jedes M; und finden

|| |-Z| |-Z|

Z/ K, voly, —I—Z/ Kon, Volans, —1—2 Z 9;1) = 27| F#|, (7.14)
j=1 4 M; j=1 7 OM;

=1 peé,

wobei ngj ) der duBere Winkel in p fiir die Subfliche M; ist. Die erste Summe gibt

/ K MVOIM
M
nach Bemerkung [5.36]

Fiir die zweite Summe benutzen wir Bemerkung [7.12](ii) wie folgt. Jedes Element der
zweiten Summe ist das Integral der geodétischen Kriimmung auf der drei Kanten von M;.
Wenn eine Kante zu J#, gehort, dann existiert genau ein anderes 3-Eck M;, sodass die
Kante auch auf M; liegt. Da die zwei induzierte Orientierungen inverse zueinander sind,
kiirzen sich die entsprechenden zwei Beitrdge zur zweiten Summe nach Bemerkung [7.4
raus. Wenn eine Kante zu %, gehort, dann erscheint sie in der Summe genau einmal und
liefert das Integral von rkgpr zwischen zwei Ecken von M auf dem Rand, da M und M; die
selbe Orientierung induzieren. Alles zusammenfassend gibt die zweite Summe

/ KRy MVOla M-
oM

Wir berechnen nun die dritte Summe mit Hilfe der inneren Winkel
|71 | 7|

SPIUIEES 9D SRUBERE!

J=1 peé; J=1 peéu;

Wenn eine Ecke zu &, gehort, dann ergibt die Summe der entsprechen a,(oj ) den Winkel
2m. Wenn eine Ecke zu &, = &y gehort, dann ergibt die Summe der oé,j) den Winkel
a, = m — 0, wobei a,, (bzw. ,) der innere (bzw. duflere) Winkel in p beziiglich der Fléche
M ist. Also kommen wir zur Formel

|7]
D> 09 = —2m|Eoul + D p — || + 37|.F.
j:l peg’Mj peé?m
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Wir berechnen

27| En| — 7| Eous| + 3| F| = —27|En| — T|Eous| + 27| | + 7| Hout]
= —=27|&n| — 7| Eout| + 27| | + | Hous| + (7| Hous| — 7| Sous)
=27 (|&in| + |Eoutl) — 27 (|| + [ Howi])
= 27|&| — 27| A |

wobei wir (7.9)) in der ersten und (7.8)) in der zweiten Gleichung benutzt haben. Also ist
die Gleichung ([7.14)) dquivalent zu

/ Kyvoly —i—/ Konrvolan + Z 0, + 2m|&| — 2n| K| = 2n|.Z]|.
M oM

pE&m
Da x(M) = || — |#| + |&] nach Definition gilt, ist der Beweis vollstindig. O

Wir haben zahlreiche Folgerungen des Satzes von Gaufl~Bonnet. Viele entstehen in
Kombination mit dem Kurvensatz von Jordan (siehe Aufgabeblatt).

Folgerung 7.25. Es sei g eine Riemannsche Metrik auf S?. Dann existiert p € S* mit
K(p) > 0. O

Folgerung 7.26. Es sei g eine Riemannsche Metrik auf T?. Dann ist g entweder flach
(also K =0) oder es existieren p_,py € T? mit K(p_) < 0 und K(p,) > 0. O

Folgerung 7.27. Es sei My eine orientierte kompakte Fliche ohne Rand von Geschlecht
k > 2. Wenn g eine Riemannsche Metrik auf My ist, dann existiert p € My, sodass
K(p) < 0. Auflerdem gilt fiir alle Riemannsche Metriken g mit K = —1

voly(My) = 2k — 2. 0

Bemerkung 7.28. Wir werden sehen, dass alle Metriken auf S? mit konstanter Kriimmung
1 isometrisch zueinander sind. Auf der anderen Seite existieren flache Tori mit beliebigem
gesamten Volumen. Auf M mit Geschlecht k > 2 existieren viele Metriken mit K = —1,
die nicht paarweise isometrisch sind. Alle besitzen aber nach der obigen Folgerung das
gleiche Volumen. A

Im Zusammenhang mit Bemerkung finden wir den Satz von Poincaré-Hopf.

Folgerung 7.29 (Poincaré-Hopf). Es sei M eine orientierte kompakte Fliche und X ein
Vektorfeld auf M, sodass Zx :={p € M | X(p) = 0} endlich ist. Dann gilt

> ind, X = x(M). O

PEZX

Schlieflich kénnen wir 3-Ecke mit geodétischen Kanten auf Rdumen mit konstanter
Kriimmung studieren.
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Folgerung 7.30 (Theorema Elegantissimum von GauB). Es sei T ein 3-Eck auf (S?, gg2)
mit geoddtischen Kanten und inneren Winkeln o, B,~. Dann gilt

voly,(T) =a+ B+~ —m. O

Folgerung 7.31. Es sei T ein 3-Eck auf dem hyperbolischen Raum (H?, gy2) mit geodiiti-
schen Kanten und inneren Winkeln o, 8,~. Dann gilt

voly ,(T) =7 —(a+p+7) <. O

Mit dem Satz von GauB3~Bonnet haben wir eine Verbindung zwischen der Kriimmung
von R-Metriken auf einer kompakten, orientierten Fliche M und der Topologie der Flache
durch ihre Euler-Charakteristik gesehen. Fiir orientierte, kompakte Fldchen ohne Rand
kann man zeigen, dass die Euler-Charakteristik eine vollstdndige Invariante ist. Das heift:
zwei solche Flachen sind homdomorph genau dann, wenn ihre Euler-Charakteristiken iiber-
einstimmen. Wenn die Flache zusétzlich einen Rand hat, folgt daraus, dass die Euler-
Charakteristik und die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des Randes eine vollsténdi-
ge Invariante sind. Die grobe Idee ist, dass man entlang jeder Randkomponente eine Schei-
be einkleben kann, um eine orientierte, kompakte Flache ohne Rand zu bekommen. Im
néchsten Kapitel wollen wir die Verbindung zwischen Kriimmung und Topologie fiir héhe-
re dimensionale R-Mannigfaltigkeit verstehen. Auch da wird das Vorzeichen der Kriimmung
eine zentrale Rolle spielen.

8 Kriimmung und Topologie in h6herer Dimension

In diesem Kapitel wird (M, g) stets eine vollstiandige R-Mannigfaltigkeit darstellen. Insbe-
sondere ist die Exponentialabbildung exp,, : T,M — M fiir alle p € M auf dem ganzen
Tangentialraum 7, M definiert.

Das Hauptwerkzeug um die Kriimmung von g mit der Topologie von M in Verbindung
zu setzen sind Familie von Kurven s — ~, durch eine Geodétische 79 = v und die asso-
zierten Vektorfeldern dy7s|s=o entlang . Wir werden diese Untersuchung durchfithren mit
Hilfe

(i) von normalen Jacobi-Feldern (eine spezielle Art von Vektorfeldern entlang Geodéti-
scher), falls die Schnittkriimmung von ¢ nicht positiv ist;

(ii) der zweiten Variation der Lénge s +— Ly(7s), s € (—¢, €), falls die Schnitt- oder Ricci

Kriimmung von ¢ positiv sind.

8.1 Familien von Kurven

Definition 8.1. Es sei 7y : [0,1] — M eine stiickweise immersierte Kurve, sodass 0 = 5 <
... <ty = 1 existieren, wobei ’y|[tj7tj .,] eine Immersion ist. Wir setzen

A’}/(tj) = ’}/Jr(tJ)—’Yi(tj), VJ: 1,,k—1
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Ein Vektorfeld X entlang v ist ein stetiger Schnitt von "T'M, sodass X|j,,,,) glatt ist.
Wir benutzen die Abkiirzung

X :=7Vy X. A

Definition 8.2. Eine Familie von stiickweise immersierten Kurven durch eine Kurve 7 :
[0,1] — M ist eine stetige Abbildung T" : (—¢,€) x [0,1] — M mit den folgenden zwei
Eigenschaften:

(i) die Kurven ~, :=I'(s,-) sind stiickweise immersiert fiir alle s € (—¢, €) und o = 7;

(ii) es existieren 0 = to < ... < t, = 1, sodass die Einschrankung I'|(_c 1.¢)x[t; ;.1 glatt
fir alle j =0,...,k — 1 ist.
Wir benutzen die Notation
X':=09,1(0,-) e T("TM). A

Bemerkung 8.3. Man kann die gleiche Definition fiir Kurven auf einem festen Intervall
[a, b] statt des Intervalls [0, 1] geben. A

Wir werden oft Kurven ~y betrachten, die bestimmte Randbedingungen erfiillen. Es seien
My, My C M zwei feste Untermannigfaltigkeiten, zum Beispiel zwei Punkte. Wir setzen

Crip 01y = {7 : [0, 1] — M stiickweise glatt Immersion | y(0) € My, (1) € Ml}. (8.1)

Wir werden die unprézise Notation I'Cyy, ar, benutzen, zu meinen, dass v € Cay, a, fiir alle
s € (—e,€). Wir bezeichnen mit I'("T'M )y, a1, die Vektorfelder X € I'("T'M), sodass

X(O) € Tv(O)Mm X(l) € T’y(l)Ml'

Wir kénnen nun die folgende Beziehung zwischen Vektorfeldern entlang v und Familie von
Kurven durch v beweisen

Hilfssatz 8.4. Es seien My und M, Untermannigfaltigkeiten von M. Wenn I' C Cagy ary
eine Familie von Kurven durch v ist, dann X* € T'("T M) .01, - Umgekehrt seiy € Gy
und X € T(OT M) a1, - Dann existiert eine Familie T C Cpyy ar, durch v mit X = X',

Beweis. Die erste Aussage ist einfach, weil s — I'(s,0) € My und s — I'(s,1) € M, fiir
alle s € (—e¢,¢€). Fiir die zweite Aussage definieren wir

['(s,t) := exp, ) (s X (1)) (8.2)

Dann
o,I'(0,t) = do €XPay(p) X(t) = X(t).

Aus der Formel (8.2)) sehen wir, dass exp, ) (sX(0)) € My und exp, ) (sX(1)) € M; gilt,
falls My und M; total geodétisch sind und X tangential zu M, fiir ¢t = 0 und tangential
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zu M, fiir t = 1 ist. Wenn M, und M; nicht total geodétisch sind, kénnen wir eine neue
Metrik ¢ finden, sodass My und M; total geodétisch in einer Umgebung von +(0) und
7(1) sind und dann das obige Argument benutzen. Um ¢ in einer Umgebung von (0) zu
konstruieren, nehmen wir zuerst eine Karte (U, ), sodass o(UNMj) eine offene Menge eines
Untervektorraums von R"™ ist. Dann ist U N M, total geodétisch fiir ¢*grn. Wir kénnen nun
eine glatte Funktion x : M — [0,1] mit T'(x) C U und x = 1 in einer Umgebung U’ C U
von (0) benutzen, um die gewiinschte Metrik als § = x¢*ggrn + (1 — x)g zu definieren. O

8.2 Jacobi-Felder

Definition 8.5. Es sei I' eine Familie von Kurven durch eine Geodétische ~, sodass 7,
eine Geoditische fiir alle s € (—¢, €) ist. Dann heifit

J = 0,I'(0,-)

ein Jacobi-Feld entlang der Geodatischen «. Falls g, (J(t),¥(t)) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1] heiit
J ein normales Jacobi-Feld entlang v. Wir schreiben [J () fiir die Menge aller Jacobi-Felder
entlang v und J+ () fiir die Menge der normalen Jacobi-Felder entlang +. A

Hilfssatz 8.6. Es sei vy eine Geoddtische und J ein Jacobi-Feld entlang v. Dann erfillt J
die Jacobi-Gleichung )
J+ R(J, %)y =0. (8.3)

Beweis. Es sei I eine Familie von Geodétischen durch v und sei 'V die Pullback-Ableitung.
Da die Kurven ~, geodétisch sind, wissen wir, dass

Va0l =0. (8.4)
Es sei nun RV die Kritmmung von "' V. Nach (6.3) gilt
R(O,T,0,1)0,L = R V(0,,8,)0,T ="V, "V, 0, — Vs, 'Vs.0 =0 — "V, 'Vy,0.T,

wobei wir im letzten Schritt (8.4) und die Symmetrie von T'V benutzt haben. Wir werten
diese Identitédt auf s = 0 aus und finden

R(J7 7)7 = - ’yvﬁt ant J. [

Wir wollen nun sehen, dass umgekehrt alle Losungen der Jacobi-Gleichung Jacobi-
Vektorfelder sind. Dafiir studieren wir die Jacobi-Gleichung mit Hilfe eines parallelen Rah-
mens entlang Geodétischen.

Es sei 7 : [0,1] — M eine Geodétische und J eine Losung der Jacobi-Gleichung (8.3).
Es sei ej,...,e, € X("T'M) ein paralleler Rahmen entlang . Wir schreiben

J= Xn: Jle;. (8.5)
=1
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Wir haben Funktionen Rf 2 [a, ] = R fiir 1 <14,5 <mn, sodass
R(ei, %)y =Y Rlej, Vi=1,...n
j=1

und

R(J,A)yy =Y J'Rle,
i,j=1

Da die e; parallel sind, leiten wir aus der Leibniz-Regel her, dass

J = Z Jie;, J = Z Jie;. (8.6)
i=1 i=1
Deswegen ist die Gleichung (8.3 dquivalent zu
J(t)+ Y RI)J(H) =0, Vj=1,...,n (8.7)
i=1

Nun ist ein zeitabhingiges, lineares System von n gewohnlichen Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung in den n Unbekannten J',...,J" ist. Nach (8.5) und , wenn
t. € [0,1] und v, w € Ty, )M fest sind, existiert genau eine Losung J der Gleichung ({8.3))

auf dem ganzen Intervall [0,1] mit J(t,) = v und J(t,) = w.

Hilfssatz 8.7. Es seiy : [0,1] — M eine Geoditische. Dann ist J(v) genau die Menge
der Losungen der Jacobi-Gleichung (8.3). Insbesondere sind die Mengen J(v) und J+(7)
Vektorrdume. Die Abbildung

J = (J(0), J(0))

liefert lineare Isomorphismen
T = ToM x TygM,  TH(y) = (LoM)* x (TyoM)*,
wobei (TyoyM)* C Too)M der normale Vektorraum von 4(0) ist.

Beweis. Es sei J eine Losung der Jacobi-Gleichung (8.3). Wir nehmen eine beliebige Kurve

6 : (—€€) — M, sodass §(0) = (0) und §(0) = J(0). Wir erweitern ¥(0) zu einem

Vektorfeld s — v(s) € Tss)M entlang 4, sodass *V,v(0) = J(0). Wir behaupten, dass
L(s,t) := Yu(s)(t), V (s,t) € (—e,€) x [0, 1]

eine Familie von Geoditischen ist, sodass 9;I'(0,-) = J. Da 9,I'(0,¢) und J(t) die Jacobi-
Gleichung erfiillen, miissen wir nur priifen, dass

0.0(0,0) = D17 (0) = £(0) = J(0)
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und dass
"WVo,0,L(0,1)]_y = "Va, 0L (s,)] 00y = Va.OL (5 8)] 0.0y = Var(s)]_, = J(0),
) is

wobei wir benutzt haben, dass 0,I'(s, 0) = 7y (0) = v(s) ist
Es sei nun f: [0,1] — R gegeben als f(t) := gy)(J t) ( )). Wir finden, dass

und nach der Jacobi-Gleichung ({8.3)) gilt

f=0,(J,4) = =g, (R(J,4)%,9) = 0.
Wir kénnen daher die Gleichung f = 0 l6sen:
G (1), 5(2)) = 950 (J(0),7(0) + t - g1 (J(0),4(0)), ¥t e [0,1].
Es folgt, dass J € J*(v) genau dann, wenn g.0)(J(0),5(0)) = gy0)(J(0),%(0)) =0. O
Hilfssatz 8.8. Es seip € M und v € T,M. Fir alle w € T,M ist dann

Jow(t) =1 dpexp, -w (8.8)
das eindeutige Jacobi-Feld entlang ,, sodass J,.,(0) =0 und J'U,w(O) = w. Insbesondere:
Jow(1) = dy exp,, -w. (8.9)
und J, 4, ist genauw dann normal, wenn g,(w,v) = 0.

Beweis. Wir betrachten die Familie von Geodétischen I'(s,t) = vy4su(t) = exp,(t(v+sw)).
Dann ist
9,I'(0,t) = tdy, exp, -w = J(t).

Es sei W € I'(™TM) das Vektorfeld entlang v, gegeben durch W (t) := d;, exp, -w. Dann
gilt W(0) = dgexp, -w = w und J(t) = tW(t). Wir bekommen J(0) = 0- W (0) = 0 und
nach der Leibniz-Regel

J(0)=0-W(0)+1-W(0) = w. O

Hilfssatz 8.9. Es seip € M und v € T,M mit v # 0. Dann st d, exp, genau dann
nicht invertierbar, wenn ein Jacobi-Feld J # 0 entlang v, : [0,1] — M mit J(0) = 0 und
J(1) = 0 existiert.

Beweis. Nach ist w € T,M genau dann in kerd, exp,, wenn J, ,,(1) = 0. Die Aussage
folgt, da
Jow =0 <<= w=0. O]

Durch Gleichung konnen wir die Eigenschaften von Jacobi-Feldern mit Eigen-
schaften der Exponentialabbildung in Verbindung setzen. Wir werden sofort zwei wichtige
Folgerungen dieser Verbindung: der Satz von Cartan—Hadamard iiber Rd4ume nicht positi-
ver Schnittkriimmung und der Satz von Killing—Hopf, der die einfach zusammenhéngenden
Réume konstanter Schnittkriitmmung bis auf Isometrie charakterisiert.
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8.3 Der Satz von Killing—Hopf
Es seien (M, §) und (M, g) zwei vollstéindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten und p € M,
p € M zwei Punkte mit Exponentialabbildungen exp; : & — M und exp, : £, — M. Wir
nehmen an, dass r < injﬁ(]\;[,g) und dass By ¢ Ep. Wenn F : (M,§) — (M,g) eine
lokale Isometrie mit F(p) = p ist, wissen wir aus Satz |4.34] dass

F|Br(;5) = epr OdﬁF @) (eipﬁ)_l.

Wir wollen nun umgekehrt mit einer linearen Isometrie 1 : TﬁM — T,M anfangen und
uns fragen, ob
F: B.(p) = M, F := exp, ot o (exp;) |5, (8.10)

eine lokale Isometrie ist. Da ¢ = dzF" muss zusitzlich "R, = Rﬁ nach der Gauf3-Formel
gelten. Wenn schlielich die Kriimmungstensoren R und R parallel beziiglich der entspre-
chenden Levi-Civita Ableitungen V und V sind, kénnen wir die Frage bejahen.

Hilfssatz 8.10 (Cartan). Es seien (M, g) und (M, §) zwei Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten, sodass VR =0 und VR=0. Es seipe M, p e M und r € (0,00] mit

r <injrad;(M,5),  B%M Cé&,. (8.11)
Wenn v : TsM — T,M eine lineare Isometrie mit v*R, = Ry ist, dann ist die Abbildung
F: B.(p) = M, die durch (8.10) definiert wird, eine lokale Isometrie.

Bemerkung 8.11. Fiir den Beweis und die Anwendungen ist es giinstig, die kovariante
Ableitung V R des Kriitmmungstensor auf der folgenden Weise umzuschreiben. Es sei p € M
und v € T,,M. Wir nehmen weiter vy, va, vs3,v4 € T,M. Es sei 0 : (—e, €) — M eine beliebige
Kurve mit §(0) = 0 und §(0) = v. Es sei ¢; die parallele Verschiebung von v; entlang § fiir
1=1,...,4. Dann gilt

(VoR)(v1,v9,v3,04) = (°Va, Rs)(v1, V2, U3, Vg)
d .
= a’tzo (R(;(t)(el(t), 62(t)763(t),64(t)> — Ry(é1(0), v2,v3, va)
— Rp(v1,€2(0),v3,v4) — Rp(v1,v2,€3(0),v4) — Ry(v1, 02,03, €4(0).
Da ¢;,(0) =0 fiir ¢ = 1,...,4 finden wir die Formel

(Vo R) (01, V2, 03, 04) = %LO (R(;(t)(el(t),eg(t), eg(t),e4(t)). (8.12)

Man kann nun diese Formel benutzen, um zu zeigen, dass VR = 0, falls g konstante
Schnittkriimmung ¢ besitzt. In diesem Fall ist die rechte Seite von (8.12)) gleich

d

e (ga(t)(el(t)7 ea(t))gser) (e2(t), es(t))—gsw (er(t), es(t))gse (e2(t), 64(15))) = c(0-0) =0,

wobei wir benutzt haben, dass die Parallelverschiebung die Metrik g erhélt. Da p, v, vy, vo, v3, v4
beliebig waren, folgt VR = 0 aus (8.12)). A

t=0
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Beweis. Es sei ¢ = exp;(0) € B(p) \ {p} fiir ein 0 € TsM mit 0 < |8]; < 7 und @ € T;M.
Wir wollen zeigen, dass
|dgF" - ]y = [alg. (8.13)

Wir setzen @ := (dgexp;)~" - @, sodass dgexp;-w = @. Wir schreiben v := (%) und

w := (w). Wir wenden die Ketten-Regel auf an und finden
dgF' - u = d, exp, w.
Wir sehen, dass dquivalent zu
|dy exp,, -wl|, = |ds exp; 1|5 (8.14)

ist. Wir betrachten nun das Jacobi-Feld J; 4 entlang v; und das Jacobi-Feld J, ,, entlang
Yo, sodass (8.14)) dquivalent zu

|Jv,w(1)|g = |‘]ﬁ,u7<1)|§ (8'15)
ist. Es sei nun vq,...,7, eine orthonormale Basis von TﬁM . Da 1) eine lineare Isometrie
ist, bekommen wir eine orthonormale Basis vy := ¢(0;), ..., ¢ (v,) von T,M. Wir schreiben
€1,...,6, und ey, ..., e, fiir die parallelen Verschiebungen dieser Basen entlang ~; und 7,.
Wir haben die Koordinatendarstellung w = Y, @w'0;, w = > i w'v; und @' = w' fiir
alle i =1,...,n, da w = ¢(w). Wenn wir die Koordinatendarstellung

Toi = Y Jaalin o= St
i=1 =1

der Jacobi-Felder betrachten, behaupten wir, dass

R ¢
‘]17,11} - Jv,w’

Vi=1,...,n

Das ist genug um (8.15)) zu zeigen, da in diesem Fall

n n

[Towle = | D _(Tiw)? = (| D _(Ji)? = |Tsals

i=1 i=1
Wir bemerken, dass fiir alle s =1,...,n
T15(0) = 0= J,(0),  (J5,0)'(0) = @' = w' = (Ju)'(0).

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen, dass die Vektorfunktionen (J; ;) und (J; ) das

0,0

gleiche System von gewthnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung l6sen. Nach (8.7
miissen wir also zeigen, dass

Rl =R}, wobei R!:= R, (6%, %¢), Rl =Ry (€% Y e;)
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Es gilt

Rij(0) = Ry(0:,0,0,9;) = Ry(4(0,), ¥(0), 9 (0), (7)) = Ry(vis v,v,v;) = R} (0)

und die Aussage folgt, wenn wir zeigen, dass Rﬁ = 0 und Rf = 0. Das folgt aus der
Tatsache, dass die Kriimmungstensoren parallel sind. Denn, fiir alle ¢ € [0, 1] gilt

Ri(t) = %(R%(S)(ei(s)vWU(S)J.YU(S%@J'(S))) = (vﬁ'u(t)R) (61'(75)7711(75)7;)/11(75)’ ej(t)) =0,

wobei wir (8.12)) benutzt haben und die Tatsache, dass e;, 4, und e; parallel entlang -,
sind. Auf dhnlicher Weise folgt RJ(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. O

Folgerung 8.12. FEs sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
konstanter Schnittkrimmung ¢ € R, wobei n > 2. Dann ist (M, g) lokal isometrisch zu
einem der Modellrdumen S}, R™ und H}. Wenn (M, g) vollstindig ist, dann ist die Rie-
mannsche universelle Uberlagerung (M, §) von (M, g) isometrisch zu einem der obigen
Modellraume. Es folgt: eine einfach zusammenhdngende, vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit (M, g) konstanter Schnittkrimmung ist isometrisch zu einem der Modellrdume.

Proof. Es sei (M, §) der Modellraum mit Schnittkriimmung c. Es sei p € Mund p e M
beliebig. Wir wéhlen eine willkiirliche lineare Isometrie ¢ : T;M — T,M, dann

V'R, = C@Z)*(gp D gp) = G O Gy = Rﬁ.

Wir kénnen nun 7 > 0 so klein wiihlen, dass gilt. Nach Hilfssatz sind (M, g)
und (M, g) lokal isometrisch.

Es sei nun angenommen, dass (M, g) vollstandig ist. Wenn ¢ < 0, dann kénnen wir
r=00= injrad(M ,g) in (8.11)) nehmen. Wir finden auf dieser Weise eine lokale Isometrie
F : (M,§) — (M,g). Nach Satz ist F' eine Riemannsche Uberlagerung, da (M, §)
vollsténdig ist. Das ist die universelle Uberlagerung, da M = R" einfach zusammenhiingend
ist.

Wenn ¢ = 1/R? > 0, dann (M, §) = (SR gsn). Wir kénnen r = 7R = injrad(S%, gsn.)
nehmen und wir bekommen eine lokale Isometrie F': S§ \ {—p} — M. Es sei nun § € S}
mit ¢ # p und ¢ # —p. Wir wenden Hilfssatz (8.10) mit 1); = dzF" an und wir finden eine
lokale Isometrie Fy : SE\{—¢} — M mit dzF = dzF. Da SE\{—p, —¢} zusammenhéngend
ist, gilt F; = F auf S} \ {—p, —¢}. Daher kénnen wir F' und F; zusammenkleben und eine
lokale Isometrie F5 : Si; — M bekommen. Da S% vollsténdig ist, ist F, eine Riemannsche

Uberlagerung. Das ist die universelle Uberlagerung, da St einfach zusammenhéngend ist.
O

8.4 Der Satz von Cartan—Hadamard

Wir wollen nun die Eigenschaften von Jacobi-Feldern verstehen fiir Mannigfaltigkeiten
nicht positiver Kriimmung. Wir haben dafiir den folgenden entscheidenden Hilfssatz.
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Hilfssatz 8.13. FEs sei angenommen, dass die Schnittkrimmung von (M, g) nicht positiv
ist: K < 0. Es seienp € M und v € €, mit v # 0 beliebig. Es sei J # 0 ein Jacobi-Feld
entlang v, : [0,1] — M mit J(0) = 0. Dann

G (J(1), J(t)) >0, J(t) # 0, vt e (0,1].

Genauer gilt

: RAQINE :
I (J (1), J () = ——— S ()] = t1JO0)]p,  VEE€(0,1] (8.16)

t Y
und beide Ungleichung sind strikt, falls K < 0 und J nicht (iberall) parallel zu 7, steht.

Proof. s sei J ein Jacobi-Feld entlang v, : [0,1] — M mit J(0) = 0 und J(0) # 0. Wir
setzen f : [07 1] - [07 OO), f(t) = %g’yv(t)<‘](t)7‘](t)) Dann f = ng(‘ju J) und f(()) = 0.
AuBerdem )

f=9.(1, )+ 9,,(J,J) = g, (J, J) = g0, (R(J,4)%, J).

Da K <0 gilt, wissen wir, dass g,, (R(J,%)¥,J) < 0. Insbesondere f(0) = [J(0)]> > 0 und
f(t) >0 fir t € [0,1]. Dann

f(t) = f(0) + /t fdt >0  Vte(0,1]
und .
ﬂa:ﬂm+/meﬂ>o vte (0,1,

Es folgt daraus, dass J(t) # 0 fiir alle t € (0, 1].
Wir wollen nun die genaueren Abschitzungen beweisen. Wir definieren dafiir

A:(0,1] = (0,00)  A(t) = g (t)gg‘ J(t))

und bemerken, dass

lim/\(t) — lim g'Yv(t)(‘](t)> J(t)) _ gp(J(O)a J(O)) _ ‘O — 0,

530 SOLI)2 + gy (J(E), (1) [J(0)2 + g,(J(0),J(0)  [.J(0)]

da J(0) # 0. Wir schiitzen nun die erste Ableitung von A mit Hilfe der Cauchy-Schwarz
Ungleichung

A

205, (L = [IPLIP = VP () _ 20500, 0)° = 93, () + 1P R, (s G, )
9y (. J)? B 9y (S, J)?
< g’YU(j7 J)2 +0
I (J,J)?



wobei die Ungleichung strikt ist, falls K < 0 und J nicht parallel zu 4, steht. Also gilt

/@)
Gy (J (1), J(2))

Wir schreiben diese Ungleichung als

<t, Ytelo1].

die gleichbedeutend mit

4 e 208

ist. Also ist die Funktion log =~ LUO] t)| monoton steigend. Da der Logarithmus strikt monoton
steigend ist, folgt es, dass auch | ® monoton steigend ist. Also
J(t)]? J(s)[? o(J(s),J .
JOP | 1 MOE 9006 T6) 5o
12 s—0 S2 5s—0 S
wobei wir zweimal die Regel von I'Hopital benutzt haben. ]

Satz 8.14 (Cartan—Hadamard). FEs sei (M, g) eine n-dimensionale vollstindige Riemann-
sche Mannigfaltigkeit nicht positiver Schnittkriimmung. Dann ist exp,, : T,M — M fiir alle
p € M die universelle Uberlagerung von M. Wenn M einfach zusammenhingend ist, ist
daher exp,, : T,M — M ein Diffeomorphismus fir alle p € M.

Beweis. Nach Hilfssatz und ist exp, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus.
Dann ist g := expj g eine Riemannsche Metrik und exp, : (T,M,g") — (M, g) ist eine
lokale Isometrie. Nun ist (7,,M, g?) vollstiandig, da alle Geodétischen durch 0 € T, M sind
durch ¢ = tv fiir ein v € T, M und daher sind fiir alle Zeiten definiert. Es folgt aus |4.70| .
dass exp, eine (Rlemannsche) Uberlagerung ist. Die letzten zwei Aussagen folgen aus der

Eindeutigkeit der universellen Uberlagerung bis auf Diffeomorphismen. ]

Bemerkung 8.15. Man konnte sich fragen, ob eine Umkehrung des Satzes von Cartan—
Hadamard gilt. Wenn wir wissen, dass exp, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus
(dquivalent die universelle Uberlagerung von M) fiir alle p € M ist, kénnen wir schlieBen,
dass K < 0. Es scheint sehr schwierig, diese Frage in allgemeinen zu beantworten. Fiir
M = T" wurde aber von E. Hopf fiir n = 2 und von Burago—Ivanov fiir n > 2 bewiesen,
dass eine solche Metrik flach sein muss (Burago, Ivanov, Riemannian Tori without conjugate

points are flat, GAFA). Also gilt K = 0! A

Nach dem Satz von Cartan—Hadamard lasst S™ fiir n > 2 keine Riemannsche Metrik
mit K < 0 (fiir n = 2 folgt diese Aussage schon aus dem Satz von Gauf—Bonnet) zu. Ein
paar weiterer Folgerungen sind hier unten gesammelt.
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Folgerung 8.16. FEs sei (M, g) eine n-dimensionale vollstindige Riemannsche Mannigfal-
tigkeit nicht positiver Schnittkrimmung. Es gilt

(a) die universelle Uberlagerung von M ist diffeomorph zu R™;
(b) alle die Homotopie-Gruppen (M) mit k > 2 verschwinden;
(c) M ist nicht diffeomorph zu S* x N, wobei £ > 2 und N eine Mannigfaltigkeit ist.

Beweis. Es sei R* — M die universelle Uberlagerung von M. Dann gilt 7, (M) = 7, (R") =
0 fiir & > 2. Da m(S x N) = 7,(S%) x m(N) und 7,(S*) = Z folgt die zweite Aussage aus
der ersten. O

8.5 Cartan—Hadamard Mannigfaltigkeiten

Definition 8.17. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit Cartan-Hadamard (in
kurzem CH) Mannigfaltigkeit, wenn sie einfach zusammenhéngend und vollstandig ist und
nicht positive Schnittkriimmung besitzt: K < 0. JAN

In diesem Abschnitt wollen wir CH-Mannigfaltigkeiten (M, g) analysieren. Fiir jedes
p € M ist exp, : T,M — M ein Diffeomorphismus, sodass jedes Paar p,q € M von Punkten
durch genau eine Geodétische verbunden ist. Diese Geodétische besitzt dann Lénge d,(p, q)
nach dem Satz von Hopf-Rinow. Das heifit auch, dass zwei beliebige Geodétische in M
entweder disjunkt oder genau einen Schnittpunkt besitzen. In diesem Sinn verhalten sich
Geodétische in CH-Mannigfaltigkeiten, wie Geodétische im euklidischen Raum und wir
werden sagen, dass eine Menge von Punkten kollinear ist, falls sie zur selben Geodétischen
gehoren.

Wir kénnen den Begriff von geodétischen m-Ecken von Dimension zwei auf beliebige
Dimensionen iibertragen.

Definition 8.18. Ein geodétisches m-Eck mit Eckpunkten py,...,p, € M ist die Verket-
tung der Geodétischen vy, , Yo,y - - -, Yo, , di€ p; Mit po, po mit ps, ... und p,, mit p; verbinden.
Der unorientierte dufiere Winkel 6; € [0, 7] in p; ist durch die Gleichung

. (30,(0), (1)

0, =
cos |Uz‘—1||vz‘|

Der unorientierte innere Winkel in p; ist durch «; := 7 — 6; € [0, 7| gegeben. A

Unser Ziel ist, einen Kosinussatz und einen Satz iiber die Summe der inneren Winkel
eines geoditischen 3-Ecks zu beweisen. Wir miissen dafiir die Abstandsfunktion zwischen
Punkten besser verstehen. Fiir p € M setzen wir

Ap M — R, Ap(Q) = %dg(p’ Q) = %| expgl(q) :

gp’
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die eine glatte Funktion auf M ist. Wir schreiben nun A, in normalen Polarkoordinaten
M\ {p} = (0,00) x S""!. In diesen Koordinaten hat g die Form

g* =dr? +h", (8.17)
wobel r = |- | : T,M — (0, 00). Also ist
%7‘2 = Apoexp,.

Nach ist der Gradient der Funktion r beziiglich ¢g” durch 0, gegeben. Daher ist
grad 1r%(v) = (rgradr)(v) = (rd,)(v) = v, grad A,(q) = dyexp, -v = ,(1).
Wir wollen nun die Hessesche-Form von A, berechnen und abschétzen.
Hilfssatz 8.19. Es sei g = exp,(v) € M und u € TyM mit u # 0, sodass
u = d,exp, w = Jy (1)
gilt, wobei J € J () das Jacobi-Feld mit J(0) = 0 und J(0) = w ist. Dann
H(Ay)g(1,10) = g (o), Tu(1)) > g(u, ).

Insbesondere ist H(A,) positiv definit. Wenn K < 0 ist und u nicht parallel zu 4,(1) € T,M
1st, dann ist die obige Ungleichung strikt.

Beweis. Es sei I' : (—¢,¢) x [0,1] — M gegeben durch I'(s,t) = exp,(t(v + sw)) und sei
o : (—€,€) = M gegeben als o(s) := I'(s, 1), sodass 6(0) = u. Die Einschrénkung von
grad A, auf o ist durch

grad A,(0(s)) = dujsw exp, (v + sw) = G I'(s, 1).
gegeben. Also

(Vugrad A,) (0(0)) = (“Vo,8L(-,1))(0) = ("' Va,8.T) (0,

("V5,0,I)(0,1)
(7V5,0,(0,-)) (1)
Joaw(1).

Dann .
H(A,) (u,u) = g,(Vugrad A,, u) = g4(Jpw(1), Jpw(1)). (8.18)
Nach der ersten Ungleichung in (8.16]) finden wir
H(Ap)q(u,u) = gq(jv,w(l)’ Jv,w(l)) > gq(t]v,w(l)’ Jv,w<1)) = gq(u7u)' [

Als Folgerung kénnen wir den Kosinussatz fiir CH-Mannigfaltigkeiten formulieren.
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Satz 8.20 (Kosinussatz). Es sei (M,g) eine CH-Mannigfaltigkeit. Wir betrachten ein
geoditisches 3-Eck mit Ecken p1,ps,p3 € M und inneren Winkeln o, as, ag. Dann

dg(p27p3)2 > dg(p17p2>2 + dg<p1>p3)2 - dg(p17p2)dg(plvp3) COSs (1 (8-19)

und
a1+ Qg + ag S . (820)

Wenn p1, p2, ps nicht kollinear sind und K < 0, dann sind die obigen Ungleichungen strikt.
Beweis. Es sei v, : [0,1] = M die Geoditische von p; nach ps, sodass
Fo(®)] = [v] = dg(p1,p5), Ve 0,1].
Nach Aufgabe 12-2 und Hilfssatz gilt
42
a2

Es sei v, : [0,1] — M die Geodétische von py nach py, sodass grad A,,(p1) = 4,(1). Dann
impliziert die Ungleichung 51_:2(14;32 o %) > dy(p1,p3)? die Abschitzung

(Apz © 7’0) = H(Apz)%("ym")/v) > |"7v|2 = dg(p17p3)2.

Ap(30(6) 2 Ay (30)) + 854(0). A1)t + =1, (821

Der erste Term ist A,,(1(0)) = 1dy(p2, p1)?, wihrend der zweite Term

9(1(0); (1)) = [v]|7u(1)| cos(0h) = —dy(p1, ps)dy(p1, p2) cos

ist. Wenn wir diese Identitaten in Gleichung (8.21)) fiir t = 1 einsetzen, bekommen wir die
Ungleichung (8.19).

Es seien nun drei Punkte p/, pj, py auf R?, sodass

dg, (05 1) = dg(piyp;),  Vi,j=1,2,3.

Solche Punkte existieren, da die Grofien d,(p;, p;) der 3-Ecksungleichung zyklisch geniigen.
Es seien o, o), oy die Innenwinkel des euklidischen 3-Ecks mit Ecken pf, p, p5. Dann gilt
af > o fiir alle i = 1,2, 3. Denn

dy(pr, p2)* + dy(p1, p3)* — dy(p2,p3)* _ g (D1, 15)” + oy (P, P)° — iy, (P, 15)”
dg(p17p2)dg(p17p3) dQRZ (p/17p/2>d9R2 (pllapg)

_ /
= cos aj,

cos v >

wobei wir den Kosinussatz fiir Dreiecke in R? benutzt haben. Nun ist die Kosinusfunktion
streng monoton fallend, sodass cosa; > cosa), = «; < . Schliellich

!/ / /
a1+ g+ a3 2> oy + oy + o =,

wobei wir benutzt haben, dass die Summe der inneren Winkel eines euklidischen 3-Ecks
gleich 7 ist. ]
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Folgerung 8.21. Es sei (M,g) eine CH-Mannigfaltigkeit. Fir alle p € M und ve,v3 €
T,M gilt

dg(exp,(va), exp,(vs)) > |vs — val.
Wenn K < 0 und vs nicht parallel zu vy steht, dann ist die Ungleichung strikt.

9pq (V2,03

Beweis. Es sei p1 := p, py := exp,(vs) und p3 := exp,(v3). Sei a; = Ivz\lvs\) der innere

Winkel in p;. Dann gilt
dg(p2, p3)* > [va]? + |vs]? — |val|vs| cos an = |vs — va|?,

wobei wir Ungleichung (8.19) und den euklidischen Kosinussatz fir den Vektorraum (7,M, g,)
benutzt haben. O

Folgerung 8.22. Es sei (M, g) eine CH-Mannigfaltigkeit. Es gilt fir die inneren Winkel
des 4-FEcks mat vier nicht kollinearen Punkten pq,ps, ps,ps € M als Ecken

o+ g+ ag+ oy <27 (8.22)
und die Ungleichung ist strikt, falls K < 0.

Beweis. Wir wenden den Satz[8.20]auf die zwei 3-Ecke die p1, pa, p3 und ps, ps, p1 verbinden.
Dann
o+t oy <m, Ay + oy +af <. (8.23)

Nach Aufgabe 12-1 wissen wir auch, dass a; < o) + of und a3 < af + of. Deswegen folgt

(8.22), wenn wir die Ungleichungen in (8.23)) zusammen summieren. O

8.6 Der Satz von Cartan

Satz 8.23 (Cartan). Es sei (M,g) eine CH-Mannigfaltigkeit und sei F' : M — M eine
Isometrie, sodass F™ = idy; fiir eine natirliche Zahlm > 0. Dann besitzt F' einen Fizpunkt
po € M. Also gilt F(po) = po-

Beweis. Da F' eine Isometrie ist, gilt fiir alle p € M:

Appy o F(q) = 3dy(F(p), F(q))? = 3d4(p.q) = Dp(q),  Vqe M.

Es sei nun p € M beliebig und man betrachte die Funktion
1 m
f:M—[0,00),  fi=— zAmp)-
Da F° =idy; = F™ finden wir, dass
1 m—1 1 m
foF=—% Anp=—> Arp =1 (8.24)
i=0 i=1
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Nach Hilfssatz ist H(f) > 0 positiv definit. AuBlerdem ist f eigentlich, da f~1([0,c]) C
B s5(p) fiir alle ¢ > 0 und B sg,(p) ist kompakt nach dem Satz von Hopf-Rinow. Aus
Aufgabe 12-2 wissen wir, dass f einen eindeutigen minimierenden Punkt py € M besitzt.
Nach ist aber F'(pg) auch einen minimierenden Punkt fiir f. Also F(py) =po. O

Folgerung 8.24. Es sei (M,g) eine vollstindige R-Mannigfaltigkeit mit nicht positiver
Kriimmung. Dann besitzt die Fundamentalgruppe (M) kein Element o # 0 mit endlicher
Ordnung: d.h. existiert eine natirliche Zahl m > 0 mit o™ = 1.

Beweis. Bs sei 7 : (M,§) — (M, g) die Riemannsche universelle Uberlagerung. Dann ist
(M, §) eine CH-Mannigfaltigkeit. Es sei nun a € (M) ein Element mit o™ = 1 fiir ein
m > 0. Da wir den Gruppenisomorphismus (M) = Deck(r) haben, kénnen wir « als
eine Decktransformation betrachten, fiir die o™ = idy;. Dann besitzt a einen Fixpunkt.
Die einzige Decktransformation mit Fixpunkten ist aber die Identitét. Also o =idy;. O

Bemerkung 8.25. Die Smith-Theorie (P. A. Smith, Transformations of finite period,
Annals Mathematics) zeigt, dass R™ keine freie Wirkung einer endlichen Gruppe zulésst.
Das heifit, dass keine Mannigfaltigkeit M existiert, sodass M = R" und m; (M) Elemen-
te endlicher Ordnung besitzt. In diesem Sinn ist der Fixpunkt-Satz von Cartan nicht so
niitzlich, wenn wir schon aus dem Satz von Cartan-Hadamard wissen, dass M = R™. Der
Fixpunkt-Satz von Cartan kann aber benutzt werden, um ein wichtiges Resultat der Theo-
rie der Lie-Gruppen zu beweisen: die maximale kompakte Untergruppe einer halbeinfachen
Lie-Gruppe ist eindeutig bis auf Konjugation. A

Im n#chsten Abschnitt werden wir mehr Informationen iiber die Fundamentalgruppe
von (M, g) erhalten, falls K < 0.

8.7 Der Satz von Preissmann (nicht klausurrelevant)
Das Ziel dieses Abschnitts ist das folgende Resultat zu beweisen.

Satz 8.26 (Preissmann). Es sei (M, g) eine vollstindige R-Mannigfaltigkeit mit K < 0.
Dann sind alle nicht triviale abelsche Untergruppen von m (M) isomorph zu Z.

Als unmittelbare Folgerung bekommen wir das folgende Resultat.

Folgerung 8.27. Es seien My, My Mannigfaltigkeiten, sodass m (M) # 0 und w1 (Ms) # 0.
Dann lisst My x My keine vollstindige Riemannsche Metrik negativer Kriimmung. Insbe-
sondere besitzt der Torus T" keine Riemannsche Metrik negativer Kriimmung.

Beweis. Es gilt m(M; x My) = m (M) x m(Ms). Es sei a; € m(M;), a; # 1 und ay €
m1(Ms), az # 1. Es sei angenommen, dass die Gruppe G := {(a]",a5?) | m1,ms € Z}
isomorph zu Z ist. Dann existiert (by,b2) € G, sodass m +— (b7*,b5") ein Isomorphismus
von Z nach G ist. Es existiert m; # 0, sodass (b7"',05"") = (1,a) und mg # 0, sodass
(b1"2,05%) = (a1, 1). Dann bekommen wir den Widerspruch

(B, 55) = (1.1), =
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Um den Satz von Preissmann zu beweisen, ist es niitzlich den Begriff der Achse einer
Isometrie einzufiihren.

Definition 8.28. Es sei F': (M,g) — (M, g) eine Isometrie. Eine nach der Bogenlénge
parametrisierte Geodétische v : R — R ist eine Achse fiir F', falls ein d € R existiert,
sodass

Fon(t)=~(t+4d), VteR. A

Die Zahl d ist dann eine Periode von ~ beziiglich F'.

Bemerkung 8.29. Die Periode d ist eindeutig definiert, falls v : R — M injektiv ist, da
¥(t + d) = y(t + d’) die Gleichung d = d’ impliziert. A

In manchen Fallen konnen wir die Existenz einer Achse beweisen.

Hilfssatz 8.30. Es sei (M,g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und F
(M,g) — (M,g) eine Isometrie ohne Fizpunkte. Es sei angenommen, dass ein py € M
und eine Umgebung U von py existieren, sodass

d := dy(po, F(po)) < dy(p, F(p)),  VpeU.

Es seiy : R — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddtische, sodass 7y|j,q die
minimierende Geoddtische von py nach F(pg) ist. Dann gilt d,F%(0) = §(d), sodass v eine
Achse fiir F mit Periode d ist.

Beweis. Es sei § := F o+, sodass §(0) = v(d) und 6(0) = d,,, F - %(0). Wir nehmen € > 0
klein genug, sodass y(e¢) € U und betrachten die Verkettung 7, := 7|q * d]jo,4. Dann
verbindet v, p := 7y(€) mit §(e) = F(y(¢)) = F(p). Daher

dg(p, F(p)) < Ly(m1) = Lg(Vea) + L (5|Oe]) Ly(Ye,a) + Lg(F 0 7Yj0,q)
Lg(Viea)) + Lg(v]10.9)
(’Y’()d])

= dg(P0>F(P0))
< dy(p, F(p)).

Es folgt, dass Ly(v1) = d(p, F(p)). Das heiit, dass v, die Lange in der Klasse von Kurven
von p nach F'(p) minimiert. Daher ist 7; eine Geodétische und muss insbesondere glatt fiir
t = d sein, was dp, F' - ¥(0) = 4(d) impliziert. Dann sind ¢ — (¢ + d) und ¢ — F o (t)
zwei Geodatischen mit selbem Tangentialvektor in ¢ = 0. Sie miissen also {ibereinstimmen:
v(t+d) = Fo~(t) fir alle t € R. O

Wir sehen nun, dass auf CH-Mannigfaltigkeiten negativer Kriimmung Achsen eindeutig
sind.

Satz 8.31. Es sei (M, g) eine CH-Mannigfaltigkeit mit K < 0. Es F : (M, qg) — (M, g)
eine Isometrie ohne Fixpunkte. Es seien 71,72 : R — M zwei Achsen fiir F'. Dann gilt
Y1 = Y2 bis auf Unparametrisierung.
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Beweis. Es sei angenommen, dass v, keine Unparametrisierung von -y, ist. Wenn ein Punkt
p € 711(R) N2 (R) existieren wiirde, hitten wir F(p) € v1(R)N72(R) und F(p) # p. Also 71
und 7, besitzen mehr als einen Schnittpunkt, was die Injektivitét von exp, widerspricht.
Es seien nun p; = 71(¢;) und py € 2(t2) beliebig und sei 6 : [0, 1] — M die Geodétische
von p; nach po. Dann ist F o § : [0,1] — M eine Geoditische von F(p;) nach F(py). Da
F' eine Isometrie ist, sind die Winkel zwischen ¢ und +; und zwischen F o § und ~; gleich
fiir « = 1,2. Das heif3t, dass die Summe der inneren Winkel des geodétischen 4-Ecks mit
Ecken p1, pa, F(p1), F(ps) gleich m+ 7 = 27 ist, was die Folgerung widerspricht. O

Wir kénnen nun die Existenz von Achsen fiir nicht triviale Decktransformationen in
der universellen Uberlagerung kompakter Riemannscher Mannigfaltigkeiten beweisen.

Hilfssatz 8.32. Es sei (M g) eine kompakte Mannigfaltigkeit mit universeller Uberlage-
rung ™ : M — M und F : M — M eine Decktransformation mit F # id;. Dann existiert
eine Achse fir F.

Beweis. Es seien po,pn € M und &, 0; : [0,1] — M beliebig, sodass 51(0) = p; und
0;(1) = F(p;) fiir i = 0,1. Wir behaupten, dass die Kurven &, := 7 0 § und d; := 7 0 &
geschlossen und frei-homotop zueinander sind. Es sei dazu € : [0,1] — M eine Kurve mit
€(0) = po und €(1) = p;. Wir schreiben € : [0,1] — M fiir die riickwirts parametrisierte
Kurve &(t) = &(1 —t) fiir t € [0,1]. Dann sind &, und € * 0; * € homotop zueinander, da
M einfach zusammenhingend ist und 50( ) = €% 0y * é(i) fiir i = 0,1. Es folgt, dass dy
und € * 97 * € homotop zueinander sind. Wenn wir den Basispunkt verschieben, sehen wir,
dass € x 01 * € frei homotop zu d; * € x € ist und schliellich ist &; * € * € homotop zu §;. Die
Behauptung ist gezeigt.

Es sei nun « die freie Homotopie-Klasse von § := 7048, wobei § einen beliebigen p € M
mit F'(p) verbindet. Es sei v : [0, 1] — M eine Kurve in der Klasse oe. Wir behaupten, dass
eine Hochhebung 4 von ~ existiert, sodass (1) = F(3(0)). Es sei dazu I" : [0,1]* — M
eine Homotopie durch geschlossene Kurven mit I'(0,-) = ¢ und I'(1,-) = 7. Insbesondere
I'(s,0) = I'(s,1) fiir alle s € [0,1] und wir bezeichnen o : [0,1] — M fiir die Kurve
o(s):=T(s,0) =I(s,1).

Es sei T' : [0,1]> — M die eindeutige Hochhebung von I', sodass I'(0,-) = 4. Dann
ist I'(1,-) eine Hochhebung von y und wir zeigen jetzt, dass F(I'(1,0)) = I'(1,1). Die
Kurven s + I'(s,0) und s + I'(s,1) sind Hochhebungen der Kurve o. Da F' eine Deck-
transformation ist, ist auch s — F o I'(s,0) eine Hochhebung der Kurve o. Es gilt aber
F oT(0,0) = F(6(0)) = 6(1) = I'(1,0). Das heifit, dass F o I'(-,0) und I'(-,1) die Kur-
ve ¢ hochheben und stimmen fiir s = 0 iiberein. Nach der Eindeutigkeit der Hochhe-
bung folgt, dass F o I'(-,0) = I'(, 1). Fiir s = 1 bekommen wir die gewiinschte Gleichung
F(I'(1,0)) = I'(1,1).

Wir kénnen nun die Existenz einer Achse fiir F' zeigen. Es sei vy : R — M eine nach der
Bogenlénge parametrisierte Geodétische, sodass 7o|[,q eine geschlossene Kurve ist, welche
die Lénge in der Klasse a minimiert. Es sei 7y : R — M eine Hochhebung von 7y, sodass
F(1) = F(50(d)). Fiir alle § € M sei 4 : [0, d] — M die minimierende Geoditische zwischen
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G und F(G). Dann ist m o4 eine Kurve in der Klasse a und gilt

dg(q, F'(q)) = L(7) = Ly(m 0 7) = Ly(r0l0.a) = Lg(Folo.a)) = dg(70(0), F'(Fo(d)))-

Es folgt, dass 7o|[0,q eine minimierende Kurve zwischen py := 4¢(0) und F(py) ist und dass
Po die Funktion ¢ — dj(g, F'(¢)) minimiert. Nach Hilfssatz ist Ap eine Achse fiir F. [J

Wir sind nun bereit den Satz von Preissmann zu beweisen.

Beweis von Satz 826l Es sei G eine nicht triviale abelsche Untergruppe von m (M), die
wir als Untergruppe der Gruppe der Decktransformationen betrachten. Es sei Fy € G,
Fy # idy; ein beliebiges Element und sei 7 die eindeutige Achse von Fy mit Periode d(Fp).
Wenn wir ein zusétzliches F' € G, F' # idy; nehmen, behaupten wir, dass 7, auch eine
Achse fiir G ist. Sei v := F o 7y, dann

Fyony(t) = Fyo Foy(t)=Folkyoy(t)=Foy(t+dFy)) =(t+d(Fp)).

Also ist v auch eine Achse fiir Fj. Da die Achse eindeutig bis auf Unparametrisierung ist,
folgt, dass yo(£t + d(F)) = v(t) = F o (t) fiir ein d(F) € R. Wire aber F o yy(t) =
Yo(—t + d(F)), hitte F den Fixpunkt v(d(F")/2). Da die einzige Decktransformation mit
Fixpunkten die Identitét ist, sehen wir, dass F o7g(t) = vo(t + d(F')) und 7, ist eine Achse
fiir F' mit Periode d(F"). Wir definieren nun die Funktion d : G — R, F' — d(F), wobei wir
d(id;;) := 0 setzen. Es ist leicht zu sehen, dass d ein injektiver Gruppenhomomorphismus
ist. Da 70(0) eine Umgebung U besitzt, sodass F(U) NU = 0 fir alle F € G\ {id;} gilt,
ist d(G) eine diskrete Untergruppe von R. Diskrete und nicht triviale Untergruppen von R
sind aber isomorph zu Z. Es folgt, dass G = d(G) = Z. O

8.8 Erste und zweite Variation der Linge

Um der Einfluss positiver Kriimmung auf die Topologie zu studieren, analysieren wir die
Variation der Lénge entlang Familien von Kurven.

Satz 8.33 (Erste Variation der Lénge). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
und My, My C M zwei Untermannigfaltigkeiten. Es sei v € Cagynr, e€ine nach der Bo-
genlinge parametrisierte Kurve und I' C Cagy ar, €ine beliebige Familie von Kurven durch
v. Dann

dLy(vs) / gr(sn( Vo, 0. (s, 1), 0T (s, 1))
ALV dt 8.25
ds 0 10,I'(s,1)| ( )
und fiir s = 0 finden wir
ALy (s ! :
S—S) =Ly X' = —/0 910 (XT (1), Vo, ¥(t))dt

—ng N (t) (8.26)

+ g»yu)(XF(l), $(1)) = gy (X" (0),5(0)).
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Insbesondere % s=0 = 0 fiir alle Familien I' C Cpy 1, durch vy genau dann, wenn

d,Ly- X =0 fir alle X € T("T' M)y 0, - Das passiert genau dann, wenn y eine Geoddtische
mit (i) L Ty M; fiir i = 0,1 ist.

Beweis. Da die Lénge additiv unter Verkettung ist, haben wir

k—
dLg(vs) _ Zi dLg(’Ys‘[t]-,th])
ds ds '

=0
Da I'|(—e,)x[t;,t,.1] glatt ist, kann die Ableitung nach s in das Integral fiir alle j = 1,...,k—1
herelngezogen werden:

dL : o 41 j+1
g”d'?’“*”) d / /o (O BTt = / % o (O,T. 9,T)dt

Li+1 2g1" (Fvaﬁtf, 8tF)

tj QF(&I O )
_ b+ gr( Vaﬁ I, o )
tj gr atryat

wobei wir die Symmetrie und die Vertraglichkeit mit der Metrik von V benutzt haben.
Wenn wir iiber j summieren, bekommen wir Formel (8.25). Wir setzen nun s = 0 und
formen den Integrand um:

. d . .
g'y(rvatasF’S=O7 7) = g’}’(yvﬁz 77) dt( (XF7 ’7)) - g’Y(Xra ’Yvat’y)a

wobei wir die Vertriglichkeit von V mit der Metrik benutzt haben. Wir summieren jetzt
iiber j und benutzen wir den Fundamentalsatz der Integralrechnung:

dLg (’Ys)
ds

k—1

=3 [0 (X ) 6 = 90 (X705 0) - [

=0 tj

tj+1

g’Y(XF’ ’Yvat;y)dt]

s=0

=360 — X (X057 0) — [ (X7 Vad)e

Eine leichte Bearbeitung der zwei Summierungen liefert Formel .

Nach Hilfssatz ist die Bedingung WE:O = 0 fiir alle Familien I' C Cpy, as, durch
7 dquivalent zur Bedingung d, L, - X = 0 fiir alle X € I'("T'M ) a0, -

Wenn ~ eine Geoditische mlt Y(i) L Ty M; fiir ¢ = 0,1 ist, dann verschwinden alle
Terme in d, Ly - X: der Erste weil v eine Geodéitische ist, der Zweite, weil v glatt ist und
der Dritte und Dierte, da §(z) L T, M; > X (3) fiir i = 0, 1.

Es sei umgekehrt angenommen, dass d,L, - X = 0 fiir alle X € I'("T'M )sy,01,- Es sei
t #t; fir j =0,..., k. Wir nehmen eine Funktion p:[0,1] — [0, 1], sodass p(t) = 1 und
T(p) N{to,...,tx} = 0. Dann X; := p- "V, € T("TM) 1,01, und

0=dyLy- X = _/ p| " Va,g|*dt
T(p)
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impliziert, dass "Vy,¥(t) = 0. Also ist « stiickweise geodétisch. Sei nun j = 1,...,k — 1
fest und sei X; ein Vektorfeld entlang v, sodass X;(t;) = AY(t;) und X;(¢;) = 0 fiir i # j
(warum existiert X;7). Dann ist X; € I'("T' M) 0, (Wwarum?) und gilt

0=dyLy-X; = _|A7(tj)|2-

Es folgt A%(t;) =0 fiir alle j = 1,...,k—1 und ~ ist glatt und daher eine Geodétische. Sei
nun v € T, M, beliebig und X, ein Vektorfeld entlang v, sodass X, (0) = v und X, (1) = 0.
Dann ist X, € I'("T'M ) ps,. 01, und

0=dyLyg- Xy = =gy (v, 7(0)).

Da v beliebig war, folgt, dass ¥(0) L T’ Mo. Auf dhnlicher Weise sehen wir, dass §(1) L
T, M. O

Im obigen Satz haben wir das Folgende gesehen. Eine Kurve v € Cyy, as, ist eine Geodati-
sche, die orthogonal an den Endpunkten zu My und M, steht, genau dann, wenn die Funk-
tion s +— Ly(7s) einen kritischen Punkt fiir s = 0 und alle Familien I" C Cyyy,ar, durch v
besitzt.

Es sei dann angenommen, dass 7 eine Geodétische ist, die orthogonal an den Endpunk-
ten zu M, und M, steht. Um das Verhalten der Funktion s — L,(7;) in einer Umgebung von
s = 0 in diesem Fall zu verstehen, miissen wir daher die zweite Ableitung von s — L(7s)
in s = 0 berechnen. Fiir V' € I'("T'M) fithren wir die Notation

Vi =V —g,(V,9)7%
fiir die orthogonale Projektion auf 4+ ein.

Satz 8.34 (Zweite Variation der Lénge). Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit und My, My C M zwei Untermannigfaltigkeiten. Es sei v € Cpynr, eine nach der
Bogenlinge parametrisierte Geoddtische, sodass §(i) L Ty M; fir i = 0,1 ist. Fir eine
beliebige Familie von Kurven I' C Cpyy a1, durch vy gilt

dZLg(’yS) — H(L XF XF L ! XF 2 XF s XF d
ds2? s=0 - ( 9)“{( ) ) T 0 ‘( )J-| R( 177 J_) t
+gV(1) ([IMI (XF(D?XF(D)’;V(D)
— G~(0) ([[Mo (XF(O)7 XF(O))a 7(0))7
wobet 11y, die zweite Fundamentalform von M; fir ¢ = 0,1 ist. Wenn M, und M, total
geoddtisch sind, gilt daher

dng (7s)
d82 s=0

(8.27)

= H(L), ("X = [ [0 - RO g XD (529
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Beweis. Wir leiten den Integrand in (8.25) nochmal nach s in s = 0 ab:
01 gr(*Vao.T, o)

= 9,(" Vo, "V5,0,1, %) + g,("V5,0,1, ' V5,0,

s ls=0 |0,T|
— 9y(' V3,00, %) 95 (" Vo,0.T, )
= 0,(' Vo, Vo Ol 4) + | X" — g, (X, 4)?
wobei wir benutzt haben, dass |0;I'(0, )| = |¥| = 1 und dass V symmetrisch ist. Der zweite

und dritte Term geben uns | X1 |2. Der erste Term ist nach der Definition der Kriimmung
und der Vertréglichkeit mit der Metrik gleich zu

g’Y(Fvas FvataSFJ /7) = R’Y(XF7 ;}/7 er 7) + g'y(rv&s Fvasasra fy)

d .
—g,("V5,0,T,%).

Alles zusammenfassend haben wir die Formel

— L =—-R(X X —g~(" Vp,0,T, X
65 =0 |atr| ( 177 J_)+ dtg’Y( Os ’7)+| J_|
gefunden. Wir integrieren die Formel auf [0, 1] und bekommen
d2L9('75)

1
= [ [T - RO 307, XD ar
s=0 0

+ 97(1)(Fvasasr|t=1, 7(1)) — gv(0) (Fvasasﬂt:o, 7(0))
Da (i) L T M; fiir i = 0,1 gilt haben wir

G (i) (Fvaﬁsﬂt:i, 7(2)) = Gv(3) ( nl FV@SaSNt:ia 7(2)) = Gv(9) <]]Mi (XF (Z)v X" (Z)) ’ 7@)) )

wobei IT : T',;y M; — Ny, die orthogonale Projektion ist und wir Gleichung benutzt
haben. [

Folgerung 8.35. Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und My, My Unter-
mannigfaltigkeiten. Es seiy € Cpp ar, €ine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve mat
der Figenschaft, dass

ds?

L,(v) < Ly(6), Vo € Cy o, - (8.29)
Dann ist vy eine Geoditische mit (i) L T, M; firi=0,1. Es gilt dazu
H(L,),(X, X) >0, VX el ("TM) gy, -

Beweis. Unter der Annahme (8.29)) wissen wir, dass fiir alle I' C Cpyyar, durch v die
Funktion s +— Ly(7) ein lokales Minimum in s = 0 besitzt. Es folgt, dass

i L,(vs) =0 d—2 Ly(vs) >0

dslsmo 9\ ’ s lemg 9T =
Die erste Behauptung folgt dann aus Satz und die zweite aus Satz zusammen mit
Hilfssatz [8.4 O
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Wir wollen nun diesen Abschnitt mit einer nicht klausurrelevanten Bemerkung schlie-
Ben, die zeigt, wie Jacobi-Felder und die zweite Variation der Lange verbunden sind.

Folgerung 8.36. Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, My, My zwei Unter-
mannigfaktigkeiten und v € Cagy ar, €ine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddtische
mit (i) € Ty@yM;- firi =0,1. Fir X € DOTM) g0 mit g(X, %) =0 gilt

H(L,), (X, X) = - / 028+ ROC A7)t 3030 (X (1), BX (1)

+ 9y (X (1), X(1)) = 940) (X (0), X(0))
+ G~(1) (]]M1 (X(l)v X(l))7 7(1)) — g~(0) ([[Mo (X(())’ X(O))a /7(0))

Beweis. Wir substituieren | X |? = %(Q(X,X)) — g,(X, X) in (8.27) und integrieren auf
den einzelnen Intervallen [t;, ;11]. O

Mit Hilfe dieser Formel fiir My = {po} und M; = {p;} kann man nun das folgende
wichtige Resultat beweisen.

Folgerung 8.37. Es seivy : [0,d] — M eine Geodditische. Es sei angenommen, dass d' < d
und J € J*+(Y|jo,a) mit J # 0 eaistiert, sodass J(0) = 0 und J(d') = 0. Dann ist v nicht
minimierend: Lq(v) > dg(7(0),v(d)). O

8.9 Der Satz von Bonnet—Myers

In diesem Abschnitt werden wir drei wichtige Folgerungen der Formel fiir die zweite Va-
riation fiir Mannigfaltigkeiten (M, g) positiver Kriimmung beweisen. Die Erste ist eine
Abschétzung iiber den Durchmesser von (M, g)

d(M7g) = sup dg(p07p1)-

(po,p1)EM

Nach dem Satz von Hopf-Rinow gilt:
d(M,g) < oo <= M kompakt. (8.30)

Satz 8.38 (Bonnet-Myers). Es sei (M, g) eine vollstindige Mannigfaltigkeit mit Ric >
22(n—1)g fiir ein R > 0. Dann gilt d(M, g) < wR. Insbesondere ist M kompakt.

Beweis. Es seien pg,p; € M beliebig und v : [0,1] — M eine minimierende Geoditische
von py nach py, sodass |¥| = dy(po, p1). Dann gilt

H(L,),(X,X)>0, VXeTL(TM),,, ={XeT(TM)|X(0)=0, X(1)=0}.

Es sei vy,...,v,_1 eine orthonormale Basis von "y(O)l C Ty)M und sei ey, ..., e, die
Parallelverschiebung dieser Basis entlang . Dann ist eq, ..., e, 1, ﬁy ein paralleler ortho-
normaler Rahmen entlang . Wir definieren

X; € TOTM)pypy s X;(t) := sin(mt)e; (), vt e [0,1].
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Dann sind X;(¢) und (X;).(t) = 7 cos(nt)e;(t) orthogonal zu #(t) fiir alle t € [0,1]. Da
My = {po} und M; = {p;} total geoditisch sind, berechnen wir mit Hilfe der Gleichung
(829

0< 4 H(Ly), (X, X;) = Z/Ol [(ﬂ)QCOSQ(Wt) - Sinz(wt)R(ei,ﬁ,ﬁ,ei)] dt

1 COSQ(Wt)dt /01 sin?(rt) [Z R(ei, 7,7, ei)} dt

=1

I
£)
|
=
3
[\o}
\

1
/ sin?(mt)Ric(¥, 7)dt
0

n—l /
sin?

0

dy(

gy

Es folgt, dass m > dy(po, p1)/R, was dquivalent zu 7R > dg(po, p1) ist. Da po, p1 beliebig
waren, kommen wir zur gewiinschten Aussage d(M, g) < mR. Nach (8.30) bekommen wir,
dass M kompakt ist. O

Bemerkung 8.39. Wir konnen den obigen Beweis wie folgt reformulieren. Es sei (M, g)
vollsténdig mit Ric > "= —tg. Wir nehmen eine nach der Bogenléinge parametrisierte Geodéti-
sche v : R — M. Dann ist v|j0,q) nicht mehr eine minimierende Kurve zwischen ~(0) und
v(d), falls d > 7R. Denn fiir ein bestimmtes i = 1,...,n — 1 sind die Kurven ~; fiir s # 0,
die X; als Variationsfeld haben, kiirzer als 7| q. A

Bemerkung 8.40. Wenn wir nur wissen, dass Ric > 0 oder skal > %n(n — 1) dann
konnen wir nicht mehr schlieflen, dass d(M, g) endlich ist. Als Gegenbeispiele konnen wir
das Paraboloid {z% + y? + 1 = 2%, 2 > 0} C R? (hier ist K > 0: das ist intuitiv klar aber
sollte berechnet werden) und das Produkt (S? x R, gs2 + gr) nehmen (hier ist skalgzyp =
ska152+skalR:2-1+0>0). A

Bemerkung 8.41. Wenn (M, g) nicht vollstdndig ist, impliziert Ric > ¢(n — 1)g die
Abschétzung d(M, g) < mR nicht. Man nehme M = S%(Co U C4) mit der eingeschrankten
Metrik, wobei

Co={(0.¢) [0 =m/4, 0<@<3m/2},  Cr={(0,¢)|0=3r/4, m < ¢ <5r/2}.
Dann ist es leicht zu sehen, dass d(M, g) > . A

Bemerkung 8.42. Die Ungleichung fiir den Durchmesser ist optimal, da die Sphére S
besitzt Ricci-Kriimmung 2z (n — 1)gsn und d(S%) = nR. Ein schénes Resultat von Cheng
zeigt, dass ST der einzige Fall darstellt, wobei das Durchmesser genau 7R ist: Wenn (M, g)
vollstandig mit Ric > %(n — 1)g und d(M,g) = wR ist, dann ist (M, g) isometrisch zu
S%. A
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Folgerung 8.43. Es sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und g eine Riemannsche Metrik
auf M mat Ric > 0. Dann besitzt M endliche Fundamentalgruppe. Es folgt, dass der Torus
T™ keine Metrik positiver Ricci-Krimmung zuldsst.

Beweis. Die Metrik g ist vollstdndig nach dem Satz von Hopf-Rinow. Wir definieren SM :=
{veTM| |v| =1}. Dann ist SM kompakt, da M kompakt ist (das haben wir leider nicht

bewiesen). Es folgt, dass

cn—1):= in Ric(v,v) >0

und Ric > ¢(n — 1)g. Es sei nun 7 : (M, §) — (M, g) die Riemannsche universelle Uber-
lagerung von (M, g). Dann ist (M, §) vollstéindig. AuBerdem folgt, dass Ric > 2=(n—1)
denn 7 eine lokale Isometrie ist. Der Satz von Bonnet—Myers impliziert, dass M kompakt
ist. Daher ist die Faser 7 '(pg) eine endliche Menge. Die Faser ist aber in Bijektion mit
der Fundamentalgruppe m; (M, po). O

8.10 Die Sitze von Weinstein und Synge (nicht klausurrelevant)

Wir zeigen nun, dass mehr Informationen iiber die Fundamentalgruppe von M gewon-
nen werden kénnen, wenn K > 0 und M ist kompakt. Dazu brauchen wir den Satz von
Weinstein, der sich auf einem Lemma aus der linearen Algebra basiert.

Hilfssatz 8.44. Fs sei A € O(n—1) eine orthogonale Matriz, sodass det A = (—1)". Dann
existiert v € R"™! mit A-v =v und |v| = 1.

Beweis. Wenn \ € C eine Eigenwerte von A ist, gilt |[\| = 1. Es sei 07 € {0,...,n— 1} die
algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 1 und o1 € {0,n—1} die algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts —1. Dann gilt

n—1=o0;+0_; (mod2), det A = (—1)71. (8.31)

Aus dieser zweiten Gleichung und der Voraussetzung folgt, dass (—1)" = (—1)7', was
gleichbedeutend mit n = o_; (mod 2) ist. Zusammen mit der ersten Gleichung in (8.31)),
folgt 01 =1 (mod 2), also oy # 0. O

Satz 8.45 (Weinstein). Es sei M eine n-dimensionale, orientierte kompakte Mannigfal-
tigkeit und g eine Metrik auf M mit K > 0. Es sei F': (M,g) — (M, g) eine Isometrie,
sodass

(i) F die Orientierung erhdlt, falls n gerade ist,
(i1) F die Orientierung umkehrt, falls n ungerade ist.

Dann besitzt F' einen Fizpunkt.
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Beweis. Es sei per Widerspruch angenommen, dass F' keinen Fixpunkt besitzt. Da M
kompakt ist, besitzt die Funktion p — d,(p, F(p)) ein positives Minimum. Es gibt dann
po € M, sodass

d := dy(po, F(po)) < dy(p, F(p)),  Vpe€ M.

Nach Hilfssatz existiert eine Achse v : R — M fiir F', sodass 7(0) = po und y(d) = F(p)
und 7|[07d] die minimierende Geodétische zwischen py und F(pg). Das heifit, dass

4y P 5(0) = 4(d). (5.32)
Wir behaupten, dass ein X € D(M04T M) existiert, sodass
X=0, |X[=1, g¢(X,4)=0  dF X(0)=X(d). (8.33)

Wenn das stimmt, betrachten wir die Geodétischen dy := vyx (o) : (—€,€) = M und 6 :=
Yx@ : (—€€) — M. Wir sehen §y und 0, als total geodétische Untermannigfaltigkeiten
von M. Nach ist v[j0,a) € Cs, €ine Geodatische, die orthogonal zu dy und §; steht.

Esseil' : (—¢,€)x[0,d] — M die Familie I'(s, t) = yx()(s) durch v|j,q. Dann I'(+,4) = §;
fiir i = 0,1, sodass I' C Cs, 5, und X" = X. Formel liefert

H(L,),(X,X) = — /OdR(X,ﬁ,% / K (I (1 )dt < 0, (8.34)

wobei [T (1)) die Ebene ist, die durch X (¢) und 4(t) aufgespannt wird. Da F' eine Isometrie
ist, gilt aber 51 F 04y, sodass vs(d) = 61(s) = F(do(s)) = F(7s(0)). Nach unserer Wahl
von pg folgt

Ly(Yl0.4)) = dg(po, F(po)) < dy(75(0), F(7(0))) = dy(75(0),7(d)) < Ly (7s)-

Dann besitzt die Funktion s — L,(7,) ein Minimum in s = 0, sodass 22L (Vs)|s=0 > 0.
Wir bekommen nach Gleichung (8.28) und (8.34]) den Widerspruch

d2
d2

Wir zeigen nun die Existenz von einem Vektorfeld X, das erfiillt. Es sei P :
TyoyM — T4 die Parallelverschiebung entlang . Die Abbildung P erhélt die Orien-
tierung: Wenn ey, ..., e, ein paralleler Rahmen entlang 7 ist, sodass e;(0),...,e,(0) eine
positive Basis ist, dann ist die Funktion ¢ +— vol,(e; (), ..., e,(t)) nirgends verschwindend
und muss daher stets positiv sein.

Da F' eine Isometrie ist, ist

0> H(Ly)y (X, X) = == Lg(7s)]s=0 = 0.

A:TpM — T,yM,  A:=(d,F)'P

eine lineare Isometrie. Nach unserer Voraussetzung iiber F' erhélt der lineare Isomorphismus
A die Orientierung, wenn n gerade ist und kehrt die Orientierung um, wenn n ungerade
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ist. Das bedeutet, dass det A = (—1)". Nach ist 4(0) einen Eigenvektor von A mit
Figenwert 1: 3
A 4(0) = (dp F) 0 P+ 4(0) = (dyy F) " - 4(d) = 4(0).

Wir bekommen die eingeschriinkte lineare Isometrie A : §(0)t — 4(0)* mit der Eigen-
schaft, dass det A = det A = (—1)" denn A - 4(0) = 4(0). Da der Raum #(0)* Dimension
n — 1 hat und A eine lineare Isometrie mit det A = (—1)" ist, existiert nach Hilfssatz
ein v € 4(0)* mit [v] = 1 und A - v = v. Diese letzte Gleichung ist dquivalent zu
P-v =d,,F-v. Es sei nun X die Parallelverschiebung von v entlang 7|jo,q. Dann X erfiillt

alle Eigenschaften in (8.33), da
X(d)=Pw) =dp,F-v=d,F-X(0). O
Als Folgerung bekommen wir den Satz von Synge.

Satz 8.46 (Synge). Es sei M eine n-dimensionale, kompakte Mannigfaltigkeit und g eine
Riemannsche Metrik auf M mit K > 0. Dann gilt

(1) wenn n gerade und M orientierbar ist, ist M einfach zusammenhdingend;

(11) wenn n ungerade ist, ist M orientierbar.

Beweis. Es sei 7 : (M,§) — (M, g) die Riemannsche universelle Uberlagerung. Nach Fol-
gerung ist M kompakt. AuBerdem K > 0, da 7 eine lokale Isometrie ist. Es sei nun
n gerade und M orientierbar. Wenn w eine Volumenform auf M ist, ist 7*w eine Volu-
menform auf M, die eine bestimmte Orientierung induziert. Es sei F : M — M eine
beliebige Decktransformation. Dann F'ist eine Isometrie fiir g, die die Orientierung erhalt:
F*(m*w) = (7 o F)*w = 7m*w. Nach dem Satz von Weinstein besitzt F' einen Fixpunkt,
sodass F' = id;. Da I beliebig war, ist die Fundamentalgruppe von M trivial.

Es sei nun n ungerade. Hier miissen wir die folgende Tatsache ohne Beweis annehmen:
eine einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit ist orientierbar. Es sei dann eine Orien-
tierung auf M gegeben. Wir nehmen eine beliebige Decktransformation F : M — M und
behaupten, dass F' die Orientierung erhélt. Das ist klar, wenn F' = id;;. Wenn F' # idy;
die Orientierung umkehren wiirde, dann besitzt F' nach dem Satz von Weinstein einen
Fixpunkt, was ein Widerspruch ist. Wir konstruieren nun eine globale orientierte Familie
von Rahmen auf M. Wir haben eine orientierte Familie von Rahmen {&®},c; definiert
auf {Ui}ig, sodass m; := 7|, : U — U := W(UZ) ein Diffeomorphismus ist. Wir behaup-
ten, dass die globale Familie von Rahmen {e(® := dﬁi—lme(i)} orientiert ist. Es seien dazu
i,7 € I und p € U; N U;. Wir wollen zeigen, dass e (p) ~ e (p). Es seien p; € U; und
pj € Uj, sodass 7(p;) = p = w(p;). Dann existiert eine Decktransformation F : M — M,
sodass F'(p;) = p; und

dp,m-d F' = dp,m. (8.35)

Da F' die Orientierung erhilt, folgt, dass & (p;) ~ dz, F - € (p;). Wir wenden dj, 7 auf diese
Relation und finden mittels (8.35)

e (p) = dy,m - 89 (B;) ~ dp,m - dp, F - 89(5;) = ds,m - 89 (5;) = e (p).
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Das zeigt, dass {e(?} orientiert ist und daher ist M orientierbar. ]

Bemerkung 8.47. Die Bedingung iiber die Paritét von n ist notwendig. Der reell pro-
jektive Raum RP™ erbt von S™ eine Metrik mit Kriimmung 1. Fiir n gerade ist aber RP"

nicht orientierbar und fiir n ungerade ist RIP" orientierbar aber nicht zusammenhéngend:
™ (RP") = Z/27Z. A

Bemerkung 8.48. Man konnte sich fragen, was passiert mit dem Satz von Synge, wenn
(M, g) vollstindig aber nicht kompakt ist. Dann impliziert die Bedingung K > 0 nach dem
Seelensatz von Cheeger und Gromoll, dass M diffeomorph zu R™ ist. A

Bemerkung 8.49. Eine wichtige offene Frage von Hopf ist zu bestimmen, ob S? x S? eine
Riemannsche Metrik mit K > 0 besitzt, was nicht von dem Satz von Synge verhindert
werden kann. A
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